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Abstract.We give an abstract definition of affine hovels which generalizes the definition
of affine buildings (eventually non simplicial) given by Jacques Tits and includes the
hovels built by Ste´phane Gaussent and the author for some Kac-Moody groups over
ultrametric fields. We prove that, in such an affine hovel I, there exist retractions with
center a sector germ and that we can add at the infinity of I a pair of twin buildings
or two microaffine buildings. For some affine hovels I, we prove that the residue at a
point of I has a natural structure of pair of twin buildings and that there exists on I a
preorder which induces on each apartment the preorder associated to the Tits cone.
Re´sume´. On donne une de´finition abstraite de masure affine qui ge´ne´ralise celle
d’immeuble affine (e´ventuellement non simplicial) donne´e par Jacques Tits et qui inclut
les masures (hovels) construits par Ste´phane Gaussent et l’auteur pour certains groupes
de Kac-Moody sur des corps ultrame´triques. On montre que, dans une telle masure
affine, il existe des re´tractions de centre un germe de quartier et qu’a` l’infini on peut
construire une paire d’immeubles jumele´s et deux immeubles microaffines. Pour certaines
masures affines I, on montre que le re´sidu en chaque point de I a une structure naturelle
de paire d’immeubles jumele´s et qu’il existe sur I un pre´ordre qui induit sur chaque
appartement le pre´ordre associe´ au coˆne de Tits.
Introduction.
Si G est un groupe de Kac-Moody de´ploye´ sur un corps ultrame´trique, Ste´phane
Gaussent et l’auteur ont introduit un espace I sur lequel le groupe G(K) agit [Gaussent-
Rousseau-08] ; il y a en fait (pour l’instant ?) des conditions techniques restrictives sur G
et K, voir § 6 ci-dessous. La construction est calque´e, d’aussi pre`s que possible, sur celle
des immeubles de Bruhat-Tits pour les groupes re´ductifs sur les corps locaux [Bruhat-
Tits-72]. Cette ge´ne´ralisation au cas Kac-Moody pose un certain nombre de proble`mes
techniques et re´ve`le une difficulte´ majeure : cet espace I est re´union d’appartements,
mais l’axiome fondamental des syste`mes d’appartements n’est pas ve´rifie´ : il peut exister
deux points de I qui ne sont pas dans un meˆme appartement. A` cause de cette mauvaise
proprie´te´, I s’est vu attribuer le nom de masure (hovel).
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Par ailleurs Jacques Tits a donne´ dans [Tits-86] une de´finition abstraite des
immeubles affines (e´ventuellement non discrets) sans supposer cet axiome fondamental
des syste`mes d’appartements (ce qui est par contre le cas de la de´finition de l’auteur
dans [Rousseau-08]). L’un de ses axiomes essentiels est l’existence d’un appartement
contenant n’importe quelle paire de germes de quartier. Comme cette proprie´te´ et
d’autres analogues sont ve´rifie´es par les masures de [Gaussent-Rousseau-08], il est
naturel d’envisager la ge´ne´ralisation de la de´finition de Tits aux masures affines [l.c. ;
remark 4.6].
On va donc, dans cet article, essayer de ge´ne´raliser l’essentiel des re´sultats de [Tits-
86] dans un cadre incluant les masures de´ja` construites. On introduit donc une de´finition
abstraite de masure affine en imposant comme axiomes un certain nombre de proprie´te´s
de ces masures concre`tes, choisies comme de bonnes ge´ne´ralisations des axiomes de
[Tits-86] cf. 2.5.
On introduit d’abord au § 1 l’appartement affine te´moin A de la masure affine. On
part, essentiellement, de la repre´sentation ge´ome´trique classique d’un groupe de Coxeter
(e´ventuellement infini) W v dans un espace vectoriel re´el V de dimension finie (mais pas
force´ment euclidien) [Bourbaki-68 ; V § 4]. Les ge´ne´rateurs fondamentaux de W v sont
des re´flexions line´aires par rapport aux murs d’un coˆne convexe, ouvert et simplicial Cvf
(la chambre vectorielle fondamentale positive). Les conjugue´s par W v de ces murs sont
les murs vectoriels, leur ensemble est note´ Mv ; a` chaque Mv ∈ Mv est associe´e une
unique re´flexion rMv ∈ W
v d’hyperplan Mv. Les conjugue´s par W v de Cvf (ou de ses
facettes) sont les chambres (ou les facettes) vectorielles positives. La re´union (disjointe)
de toutes ces facettes est le coˆne de Tits T qui est convexe. Les chambres ou facettes
ne´gatives sont les images par −IdV des chambres ou facettes positives. De plus on est
souvent oblige´ de conside´rer des murs vectoriels ”imaginaires” dont l’ensemble est stable
par W v, cf. 1.1.5.
L’appartement A est un espace affine sous V , il est muni d’un ensemble M
d’hyperplans affines appele´s murs. Si M ∈M, sa direction Mv est dans Mv et on note
rM la re´flexion d’hyperplan M dont l’application line´aire associe´e est rMv . Le groupe
de Weyl W , engendre´ par les rM pour M ∈M, doit stabiliserM. Les murs imaginaires
sont les hyperplans de direction un mur vectoriel imaginaire. Comme l’ensemble des
murs n’est pas localement fini, on ne peut pas de´finir des facettes dans A comme des
sous-ensembles de A : ce sont des filtres de parties de A comme dans [Bruhat-Tits-72],
cf. 1.7. Un quartier (resp. une face de quartier) de A est une partie de A de la forme
f = x+ F v pour x ∈ A et F v une chambre (resp. une facette) vectorielle. On a besoin
d’e´paissir ces faces de quartier : une chemine´e est un ensemble de la forme r = F+F v (ou
plus pre´cise´ment son enclos cf. 1.10) ou` F est une facette et F v une facette vectorielle.
La face de quartier x + F v (resp. la chemine´e cl(F + F v)) est dite sphe´rique (resp.
e´vase´e) si F v est sphe´rique i.e. contenue dans l’inte´rieur de ±T . Le germe d’une face de
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quartier x+F v (resp. d’une chemine´e cl(F +F v)) est le filtre des parties de A contenant
x+ F v + ξ (resp. cl(F + F v + ξ)) pour un certain ξ ∈ F v.
Apre`s ces de´finitions techniques, on de´finit au § 2 une masure affine comme
un ensemble I muni d’un recouvrement par un ensemble A d’appartements, tous
isomorphes a` A. On peut re´sumer l’essentiel des axiomes en disant que l’on demande
de plus qu’une facette, une facette et un germe de chemine´e e´vase´e ou deux germes de
chemine´es e´vase´es sont contenus dans un meˆme appartement, unique a` isomorphisme
fixant ces objets pre`s (2.1). Les immeubles de Bruhat-Tits, les immeubles affines
simpliciaux (au sens classique, voir par exemple [Brown-89]) et vraisemblablement tous
les immeubles affines de [Tits-86] sont des masures affines (2.4). On de´duit aussitoˆt de
la de´finition l’existence dans une masure affine de re´tractions de centre un germe de
quartier (2.6).
Au § 3 on commence l’e´tude des proprie´te´s a` l’infini d’une masure affine. Deux
germes de faces de quartier sphe´riques sont dits paralle`les si, dans un appartement les
contenant tous deux, ils correspondent a` la meˆme facette vectorielle. On montre que
ceci de´finit une relation d’e´quivalence (3.2) et que les classes d’e´quivalences constituent
les facettes sphe´riques de deux immeubles jumele´s (the´ore`mes 3.4 et 3.7). On obtient
ainsi, a` l’infini d’une masure affine, une paire d’immeubles jumele´s qui ge´ne´ralise donc
l’immeuble sphe´rique a` l’infini d’un immeuble affine construit dans [Tits-86].
Au § 4 on examine la structure de l’ensemble des germes de faces de quartier
sphe´riques positives (resp. ne´gatives). On montre que cela constitue un immeuble mi-
croaffine au sens de [Rousseau-06] ; les facettes de cet immeuble microaffine correspon-
dent aux germes de chemine´es e´vase´es positives (resp. ne´gatives) cf. 4.4. Les germes
de faces de quartier sphe´riques dans une meˆme classe de paralle´lisme constituent un
immeuble affine (4.3). Dans le cas des cloisons de quartier, on obtient ainsi des arbres
qui ge´ne´ralisent ceux utilise´s par J. Tits dans [Tits-86] pour de´finir une valuation sur
la donne´e radicielle associe´e (en ge´ne´ral) a` l’immeuble sphe´rique a` l’infini d’un immeu-
ble affine. On n’arrive cependant pas ici a` une classification des masures affines (qui
ge´ne´raliserait [Tits-86]) pour (au moins) deux raisons : la classification des immeubles
jumele´s n’est pas aussi ge´ne´rale que celle des immeubles sphe´riques et surtout on ne
sait (encore) pas construire une masure affine associe´e a` une donne´e radicielle value´e
correspondant a` un syste`me de racines infini (4.12).
Au § 5 on s’inte´resse aux proprie´te´s a` distance finie d’une masure I. On montre
(5.3) qu’en chaque point de I il existe un re´sidu sous la forme de deux immeubles. Si
la masure I est ”ordonne´e” (2.3), ces deux immeubles sont en fait jumele´s (5.6). On a
donc encore une paire d’immeubles jumele´s qui ge´ne´ralise l’immeuble sphe´rique qu’est
le re´sidu pour un immeuble affine. Dans l’appartement A il y a un pre´ordre naturel
donne´ par : x ≤ y si et seulement si y − x ∈ T . On de´finit une relation dans I par
x ≤ y si et seulement si il existe un appartement A contenant x et y et si x ≤ y dans cet
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appartement. On montre que cette relation est bien de´finie et que c’est un pre´ordre si
la masure est ordonne´e (the´ore`me 5.9). Dans le cas des immeubles affines cette relation
est triviale (car T = V ) ; ce n’est pas le cas en ge´ne´ral et on a donc ainsi une structure
d’un type nouveau sur les masures affines.
Enfin au § 6 on exhibe des exemples de masures affines qui ne sont pas des
immeubles affines, en montrant que (presque toutes) les masures de [Gaussent-Rousseau-
08] sont des masures affines, ordonne´es, e´paisses et semi-discre`tes (the´ore`me 6.11).
§1. Appartements affines
Dans ce premier paragraphe on laisse beaucoup de de´monstrations au lecteur. Sauf
indication particulie`re, ce sont de simples conse´quences de l’alge`bre line´aire et de la
the´orie des ine´quations line´aires dans Rn.
1.1. Le groupe de Weyl vectoriel et les racines
Dans tout cet article on se donne un quadruplet (V,W v, (αi)i∈I , (αiˇ)i∈I) forme´
d’un espace vectoriel re´el V de dimension finie, d’un sous-groupe W v de GL(V ), d’une
famille (αiˇ)i∈I dans V et d’une famille libre (αi)i∈I dans le dual V
∗ de V (toutes deux
indexe´es par le meˆme ensemble fini I). On suppose ve´rifie´es les proprie´te´s suivantes :
1) Pour i ∈ I, αi(αiˇ) = 2 et donc la formule ri(v) = v − αi(v)αiˇ de´finit une
involution de V , plus pre´cise´ment une re´flexion d’hyperplan Ker(αi).
2) Le groupe de Weyl W v est le sous-groupe de GL(V ) de syste`me ge´ne´rateur
S = {ri | i ∈ I}. C’est un groupe de Coxeter, appele´ groupe de Weyl vectoriel. Le
coefficient m(i, j) de la matrice de Coxeter est l’ordre de rirj.
3) On note Φ l’ensemble des racines re´elles c’est a` dire des formes line´aires sur V
de la forme α = w(αi) avec w ∈ W
v et i ∈ I. Si α ∈ Φ, alors rα = w.ri.w
−1 est bien
de´termine´ par α, inde´pendamment du choix de w et de i tels que α = w(αi). Pour v ∈ V
on a rα(v) = v − α(v)αˇ pour un αˇ ∈ V avec α(αˇ) = 2 ; ainsi rα est une re´flexion par
rapport a` l’hyperplan Mv(α) = Ker(α) que l’on appelle mur (vectoriel) de α . On note
Mv l’ensemble de ces murs vectoriels (re´els). Le demi-appartement vectoriel associe´ a` α
est D(α) = {v ∈ V | α(v) ≥ 0}.
4) Si Φ+ = Φ ∩ (
⊕
i∈I R
+αi) et Φ
− = −Φ+ , on a Φ = Φ+
⊔
Φ−. Le groupe W v
permute Φ, mais seul l’e´le´ment neutre stabilise Φ+. Plus pre´cise´ment pour w ∈ W v,
w(αi) ∈ Φ
+ ⇔ ℓ(wri) > ℓ(w) ou` ℓ de´signe la longueur dans W
v relative a` S. Les racines
de Φ+ (resp. Φ−) sont dites positives (resp. ne´gatives). Pour α ∈ Φ, on a Φ∩R+α = {α} ;
ainsi Φ+ (resp. Φ) est en bijection avec Mv (resp. les demi-appartements de V ).
5) On conside`re un ensemble ∆im ⊂ V
∗ de racines imaginaires disjoint de RΦ
et stable par ±W v ; on note ∆re = Φ et ∆ = Φ ∪ ∆im. Trois cas particuliers sont
particulie`rement inte´ressants :
• Cas sans imaginaire : ∆im = ∅ ; c’est un cas particulier du cas suivant.
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• Cas mode´re´ment imaginaire : Si ∆+im = ∆im ∩ (
⊕
i∈I R
+αi) et ∆
−
im = −∆
+
im,
on a ∆im = ∆
+
im ∪∆
−
im et ∆
+
im comme ∆
−
im sont stables par W
v. On peut par exemple
prendre ∆+im = ∩w∈W v (
⊕
i∈I R
+αi) \RΦ.
• Cas tre`s imaginaire : R∗∆im = V
∗ \ RΦ, par exemple ∆im = V
∗ \ RΦ.
On note Mvi l’ensemble des murs vectoriels imaginaires Mv(α) =Ker(α), pour
α ∈ ∆im.
1.2. Exemples
La situation de´crite ci-dessus se rencontre dans (au moins) deux cas (non disjoints) :
1) Cas Kac-Moody : cf. [Kac-90] ou [Rousseau-06]
On conside`re une re´alisation (V, (αi)i∈I , (αiˇ)i∈I) d’une matrice de Kac-Moody
A (cela signifie que αj(αiˇ) est le coefficient ai,j de la matrice A [Kac-90]) avec
(αi)i∈I libre dans V
∗. Alors W v en est le groupe de Weyl, Φ l’ensemble des racines
re´elles et ∆im l’ensemble des racines imaginaires ; on est dans le cas mode´re´ment
imaginaire. De manie`re e´quivalente on peut conside´rer un syste`me ge´ne´rateur de racines
(A,X, Y, (αi)i∈I , (αiˇ)i∈I) au sens de [Bardy-96] avec V = Y ⊗R comme dans [Rousseau-
06]. Ce cas existe si et seulement si les coefficients de la matrice de Coxeter de W v sont
1, 2, 3, 4, 6 ou ∞. De plus on a ∆ ⊂
⊕
i∈I Zαi.
Si W v est fini, la matrice de Kac-Moody est une matrice de Cartan et (V,Φ,W v)
est associe´ a` une alge`bre de Lie re´ductive complexe, ce cas sera dit classique. Si A est
une matrice de Kac-Moody de type affine [Kac-90 ; IV], on parlera de cas affine.
On peut modifier ce cas Kac-Moody en se plac¸ant dans les cas sans imaginaire ou
tre`s imaginaire.
2) Cas Coxeter ge´ne´ral :
cf. [Bourbaki-68 ; V § 4], [Deodhar-89], [Humphreys-90 ; V] ou [Tits-88].
On conside`re un groupe de Coxeter quelconque W v de syste`me fondamental de
ge´ne´rateurs S = {si | i ∈ I} fini et matrice de Coxeter (m(i, j))i,j∈I . On lui associe un
espace vectoriel re´el V ∗ de base (αi)i∈I , que l’on munit de la forme biline´aire syme´trique
B, telle que B(αi, αi) = 1 et B(αi, αj) = −cos(
π
m(i,j) ). On de´finit alors αiˇ ∈ V par
2B(f, αi) = f(αiˇ) pour tout f ∈ V
∗. D’apre`s les re´fe´rences ci-dessus les proprie´te´s de
1.1 sont ve´rifie´es. Pour les racines imaginaires, on peut envisager les 3 cas de 1.1.5.
Bien sur on peut aussi multiplier V par un espace vectoriel sur lequel W v n’agit
pas.
3) Remarques : On pourrait sans doute abandonner dans les hypothe`ses de 1.1 les
conditions de liberte´ de la famille (αi)i∈I et de finitude de I ou de la dimension de V .
Il faudrait prendre quelques pre´cautions supple´mentaires, par exemple imposer que Cvf
(de´fini ci-dessous en 1.3) engendre l’espace vectoriel V . Des exemples de cette situation
et leur inte´reˆt sont explique´s dans [Moody-Pianzola-95] et [Bardy-96].
Meˆme sans abandonner ces deux conditions, les syste`mes ge´ne´rateurs de racines plus
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ge´ne´raux de [Bardy-96] fournissent des exemples diffe´rents de ceux de 1), ni mode´re´ment
imaginaires, ni sans imaginaires, ni tre`s imaginaires.
Dans la suite on s’inte´resse essentiellement au cas mode´re´ment imaginaire (sans
l’imposer). Le cas sans imaginaire est ide´al mais souvent semblable, cf. 1.8.3.
1.3. Le coˆne de Tits
Les re´sultats de ce nume´ro se de´montrent comme dans [Bourbaki-68 ; V § 4] ou
[Humphreys-90 ; V] a` partir des hypothe`ses de 1.1.
La chambre fondamentale positive Cvf = {v ∈ V | αi(v) > 0 ∀i ∈ I} est un coˆne
convexe ouvert non vide. Son adhe´rence est re´union disjointe des facettes vectorielles
F v(J) = { v ∈ V | αi(v) = 0 ∀i ∈ J ; αi(v) > 0 ∀i /∈ J} pour J ⊂ I. On a C
v
f = F
v(∅)
et V0 = F
v(I) est un sous-espace vectoriel. Si V0 = {0}, on dit que W
v est essentiel.
On dit que la facette F v(J) ou que J est sphe´rique si W v(J) = 〈ri | i ∈ J〉 est fini ;
c’est le cas de la chambre Cvf ou des cloisons F
v({i}) , ∀i ∈ I. Plus ge´ne´ralement les
chambres (resp. facettes, facettes sphe´riques, cloisons) positives sont les transforme´es
par W v de celles de´ja` de´finies. Le type de w.F v(J) est J .
On dit que l’on est dans le cas fini si (de manie`re e´quivalente) Φ est fini, W v est
fini ou I (et donc toute facette) est sphe´rique.
Le coˆne de Tits est la re´union disjointe T des facettes w.F v(J) pour w dans W v
et J ⊂ I. C’est un coˆne convexe stable par W v . L’action de W v sur les chambres est
simplement transitive. Le fixateur ou le stabilisateur de F v(J) est W v(J). Pour x dans
T , on note F v(x) la facette qui le contient. Celle-ci est sphe´rique si et seulement si x
est inte´rieur a` T : la re´union des facettes sphe´riques est l’inte´rieur T ◦ de T , c’est un
coˆne convexe ouvert non vide, appele´ coˆne de Tits ouvert. De meˆme l’adhe´rence T de
T est un coˆne convexe.
On conside´rera aussi le coˆne de Tits ne´gatif −T et toutes les facettes, chambres,
cloisons ne´gatives obtenues par l’ope´ration Ω 7→ −Ω.
Il peut arriver qu’une facette soit positive et ne´gative, c’est le cas par exemple de
V0. Dans le cas fini, on a T = −T = V et toutes les facettes sont sphe´riques, positives
et ne´gatives. Dans le cas non fini on a T ◦ ∩ −T ◦ = ∅ : une facette sphe´rique ne peut
eˆtre positive et ne´gative. Dans le cas affine T ◦ = {v ∈ V | δ(v) > 0} avec δ ∈ ∆+im et
T = V0 ∪ T
◦.
Dans le cas mode´re´ment imaginaire toute racine imaginaire positive est positive sur
T . En particulier le cas mode´re´ment imaginaire fini est un cas sans imaginaire.
1.4. L’appartement affine te´moin A
On choisit un espace affine A sous l’espace vectoriel V muni d’une collection M
d’hyperplans affines (appele´s murs ou murs re´els) telle que :
a) pour tout M ∈ M, il existe une racine αM ∈ Φ telle que la direction M
v de M
soit le mur vectoriel Mv(αM ) = Ker(αM ),
Masures affines 7
b) toute racine α ∈ Φ peut s’e´crire α = αM pour une infinite´ de murs M ,
c) pour M ∈M, on note rM la re´flexion d’hyperplan M dont l’application line´aire
associe´e est rαM et on suppose que le groupe W engendre´ par les rM stabilise M.
d) On conside`re aussi l’ensemble Mi des murs imaginaires qui sont tous les
hyperplans affines dont la direction est de la forme Ker(α) pour α ∈ ∆im. Cet ensemble
Mi est stable par W (et meˆme par le groupe W e
R
de´fini en 1.6.1).
Le groupe W est le groupe de Weyl (affine) de A.
La dimension (resp. le rang (vectoriel)) de A est dim(V ) (resp. |I|).
On dit que A est semi-discret (resp. dense) si, pour toute racine re´elle α, l’ensemble
des murs de direction Ker(α) est discret (resp. dense). L’ensembleM n’est un ensemble
discret d’hyperplans que si, de plus, on est dans le cas fini ; on dit alors que A est discret.
Un point x ∈ A est spe´cial si tout mur re´el admet un mur paralle`le passant par x
(il existe toujours de tels points).
Si on choisit un point spe´cial x0 comme origine, les murs re´els ou imaginaires
peuvent eˆtre de´crits comme les M(α, k) = {v ∈ A | α(v) + k = 0} pour α ∈ ∆ et
k ∈ Γα, ou` Γα est un sous-ensemble de R ; si α est re´elle, Γα est infini et contient
0, si α est imaginaire, Γα = R. On note D(α, k) = {v ∈ A | α(v) + k ≥ 0} (resp.
D◦(α, k) = {v ∈ A | α(v) + k > 0}) ; si α est re´elle on l’appelle un demi-appartement
(resp. demi-appartement-ouvert). On note D(α,∞) = D◦(α,∞) = A et, pour α re´elle,
rα,k = rM(α,k).
N.B. L’ensemble Mi des murs imaginaires ne servira en fait qu’a` de´finir l’enclos d’une
partie de A, cf. 1.7.2.
1.5. Le groupe de Weyl W et les relations de pre´ordre sur A
1) Pour α ∈ Φ, il est clair que W contient les translations de vecteurs dans Γ˜α.α ,ˇ
ou` Γ˜α est le sous-groupe de R engendre´ par Γα et que Γα = Γα + 2Γ˜α (condition c),
en particulier Γα = −Γα. Par contre on peut avoir Γα 6= Γ˜α si Γα n’est pas discret
[Bruhat-Tits-72 ; 6.2.17].
On note Qˇ =
∑
α∈Φ Γ˜α.α ,ˇ c’est un sous-groupe de V stable par W
v (car
Γwα = Γα). On l’identifie a` un groupe de translations de A (contenu dans W ). Pour
α ∈ Φ, M =M(α, k) et N =M(α, 0), rM est le compose´ de rN et de la translation de
vecteur kα .ˇ Donc, si on identifie W v au sous-groupe de W fixant l’origine (spe´ciale) x0,
on a une de´composition en produit semi-direct : W =W v ⋉Q .ˇ
2) Remarque : Si A est discret, quitte a` quotienter par V0 on est dans le cas essentiel
et l’ensemble des points spe´ciaux est discret dans A. Ainsi Qˇ(qui les stabilise) est un
sous-groupe discret de V . CommeW v est fini, un produit scalaireW v−invariant identifie
V a` V ∗ de fac¸on que αi soit coline´aire a` α iˇ, donc Qˇest un re´seau de V . On sait alors
que W v est cristallographique [Bourbaki-68 ; VI 2.5] : les e´le´ments de la matrice de
Coxeter sont 1, 2, 3, 4 ou 6. On peut donc se ramener au cas classique de 1.2.1.
8 Guy Rousseau
3) On note Pˇ le sous-groupe de V stabilisant M, il contient Qˇ et V0. Alors
WP =W
v ⋉ Pˇest le plus grand sous-groupe de W e
R
=W v ⋉ V stabilisant M.
4) Pre´ordres : Le coˆne de Tits T , son adhe´rence T et son inte´rieur T ◦ sont des
coˆnes convexes et W v invariants, on obtient donc trois pre´ordres W e
R
−invariants sur A
en posant :
x ≤ y ⇔ y − x ∈ T , x≤y ⇔ y − x ∈ T , x
◦
≤y ⇔ y − x ∈ T ◦ ∪ {0} .
On a souvent T ∩ −T 6= {0}, ce qui implique que ≤ ou ≤ n’est pas une relation
d’ordre. Par contre en dehors du cas fini on a T ◦ ∩ −T ◦ = ∅, donc
◦
≤ est une relation
d’ordre. Dans le cas fini, on a T ◦ = V , donc x ≤ y et x
◦
≤y pour tous x, y dans A. Dans
le cas affine essentiel ≤ et
◦
≤ co¨ıncident ; de plus pour tous x, y dans A on a x≤y ou
x ≥ y (et les deux a` la fois seulement pour x = y).
1.6. Exemples
1) On peut conside´rer l’ensembleMR de tous les hyperplans de direction dansM
v.
On a donc 4 appartements affines (tre`s lie´s) A, AR, A
si et AsiR associe´s aux syste`mes
de murs M∪Mi, MR ∪M
i, M et MR. L’appartement AR ou A
si
R est dense et tous
ses points sont spe´ciaux. Le groupe de Weyl (resp. le groupe WP ) correspondant est
WR =W
v ⋉Q Rˇ (resp. W
e
R
=W v ⋉ V ) ou` Q Rˇ =
∑
α∈Φ R.α .ˇ
Un mur ou demi-appartement relatif a` MR mais pas a` M sera dit fantoˆme ; par
opposition un mur ou demi-appartement relatif a` M sera parfois dit vrai.
2) Dans le cas Kac-Moody sans imaginaire ou mode´re´ment imaginaire, on peut
choisir un sous-groupe fixe non trivial Γ de R et poser Γα = Γ, ∀α ∈ Φ. Alors
Qˇ= ⊕i∈ I Γ.α iˇ et donc W stabilise bien M. L’appartement A est semi-discret (resp.
dense) si et seulement si Γ est discret (resp. dense) dans R et alors Qˇest discret (resp.
dense) dans Q Rˇ. Le cas Γ = Z est de´veloppe´ dans [Gaussent-Rousseau-08].
Dans le cas mode´re´ment imaginaire, il est en fait naturel de poser, comme dans
loc. cit. , Γα = Γ, ∀α ∈ ∆im, ce qui est contraire a` la convention de 1.4.d. Mais comme
tout multiple entier d’une racine imaginaire α est une racine, l’ensemble des murs de
direction Kerα est alors dense dans A. Comme la de´finition ci-dessous de l’enclos permet
de faire intervenir
⋂
n∈N∗ D(nα, knα) pour des kβ ∈ Γ, cette convention et celle de 1.4.d
donnent les meˆmes enclos.
Ceci explique la de´finition simplificatrice de Mi adopte´e en 1.4.d. On notera
cependant que les 2 conventions peuvent donner (en 1.7.3 ci-dessous) des facettes
le´ge`rement diffe´rentes (car une intersection de´croissante de demi-espaces ouverts est
un demi-espace ferme´), meˆme si les facettes ferme´es sont les meˆmes.
3) Dans le cas Kac-Moody sans imaginaire, si (ϕα)α∈Φ est une valuation re´elle
d’une donne´e radicielle (G, (Uα)α∈Φ, T ) (cf. [Rousseau-06]), on note Γα = ϕα(Uα \{1}).
Si Φ est classique, on de´finit ainsi un appartement affine A [Bruhat-Tits-72]. Il est
vraisemblable que ceci reste vrai dans le cas Kac-Moody ge´ne´ral.
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1.7. Facettes et autres filtres
Les facettes de A sont associe´es aux murs et demi-appartements ; mais, comme dans
[Bruhat-Tits-72], ce ne sont a priori des sous-ensembles de A que dans le cas discret. En
ge´ne´ral on doit les de´finir comme des filtres de parties de A. On adopte pour les filtres
les conventions de [Rousseau-08] ou [Gaussent-Rousseau-08].
1) Pour x ∈ A, on note Vx le filtre des voisinages dans A du point x. Si Ω est un
sous-ensemble de A contenant x dans son adhe´rence, le germe de Ω en x est le filtre
germx(Ω) = Ω ∩ Vx forme´ des sous-ensembles de A contenant un voisinage de x dans
Ω.
En particulier, pour x 6= y ∈ A, [x, y) = germx([x, y]) (resp. ]x, y) = germx(]x, y]))
est le germe en x du segment [x, y] (resp. de l’intervalle ]x, y] = [x, y] \ {x}). Ce germe
est dit positif (resp. ne´gatif) si x ≤ y (resp. y ≤ x). Si x ≤ y ou y ≤ x, on dit que
[x, y], [x, y) ou ]x, y) et la demi-droite d’origine x contenant y sont pre´ordonne´s ; ils sont
ge´ne´riques si la facette F v(±(y − x)) est sphe´rique i.e. si x
◦
≤ y ou y
◦
≤ x.
Si F est un filtre de parties de A et x ∈ A, on dit que x ∈ F si x ∈ S, ∀S ∈ F i.e.
si {x} ⊂ F
Le support supp(F ) d’un filtre F de parties de A est le plus petit sous-espace affine
E de A contenant F ; c’est aussi le support de l’adhe´rence F de F . La dimension de F
est la dimension de E.
2) L’enclos cl(F ) d’un filtre F de parties de A est le filtre forme´ des sous-ensembles
de A contenant un e´le´ment de F de la forme ∩α∈∆ D(α, kα), avec pour chaque α,
kα ∈ Γα ∪{∞} (en particulier chaque D(α, kα) contient F ). Un filtre est dit clos s’il est
e´gal a` son enclos. Tout enclos est clos.
N.B. a) Dans le cas fini non discret, l’enclos tel que de´fini ici peut eˆtre le´ge`rement plus
gros que celui de [Bruhat-Tits-72 ; 7.1.2]. Par exemple l’enclos d’une partie Ω de A peut
n’eˆtre qu’un filtre et non une partie de A ; mais l’intersection des e´le´ments de cl(Ω) est
l’enclos tel que de´fini dans l.c.
b) Cet enclos est plus petit que l’enclos de´fini a` partir de M uniquement (cas sans
imaginaire) que l’on notera clsi(F ).
Le R−enclos clR(F ) du filtre F est de´fini de la meˆme manie`re que l’enclos avec
MR a` la place de M. Dans le cas tre`s imaginaire le R−enclos n’est rien d’autre que
l’enveloppe convexe conv(F ) de F . On note clsi
R
(F ) l’enclos de F associe´ a` MR (sans
Mi). Bien sur les enclos cl, clR, cl
si et clsi
R
sont en fait associe´s a` A, AR, A
si et AsiR . Pour
tout filtre F on a : conv(F ) ⊂ clR(F ) ⊂ cl
si
R
(F ) ⊂ clsi(F ) et clR(F ) ⊂ cl(F ) ⊂ cl
si(F ).
3) Une facette-locale de A est associe´e a` un point x ∈ A et une facette vectorielle
F v dans V ; c’est le filtre F ℓ(x, F v) = germx(x + F
v). La facette associe´e a` F ℓ(x, F v)
est le filtre F (x, F v) forme´ des ensembles contenant une intersection de demi-espaces
D(α, kα) ou D
◦(α, kα) (un seul kα ∈ Γα ∪ {∞} pour chaque α ∈ ∆), cette intersection
devant contenir F ℓ(x, F v). La facette-locale F ℓ et la facette F ont le meˆme enclos qui
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est aussi la facette-ferme´e F , adhe´rence de F .
Cette de´finition donne des facettes plus grandes (au sens large) que celles de
[Bruhat-Tits-72 ; 7.2.4] dans le cas fini. Ce sont les meˆmes facettes si l’on remplace
intersection par intersection finie en [l.c. ; 7.2.4 ligne 4] ; cette modification ne change
pas le groupe associe´ et donc pas l’ensemble des appartements contenant la facette.
Dans le cas discret, la facette est bien le sous-ensemble de A conside´re´ par Bruhat et
Tits.
Si toute racine de ∆ est nulle sur V0, la facette associe´e a` MR, M
i, F v et x est
FR(x, F
v) = F ℓ(x, F v)+V0. Dans le cas dense on a F (x, F
v) = FR(x, F
v) pour x spe´cial.
4) Une facette-locale ou une facette est dite positive ou ne´gative si on peut l’e´crire
F = F ℓ(x, F v) ou F = F (x, F v) avec F v de ce signe ; elle peut eˆtre positive et ne´gative.
Cette facette-locale ou facette F est dite sphe´rique si la direction de son support
rencontre le coˆne de Tits ouvert (et donc a un fixateur fini dans W v), alors son fixateur
WF dans W est fini. Si F
v est sphe´rique, alors F ℓ(x, F v) ou F (x, F v) l’est aussi et c’est
e´quivalent pour une facette-locale.
Si F = F ℓ(x, F v) est une facette-locale, on a dim(F ) = dim(F v). Ce n’est en
ge´ne´ral pas vrai pour une facette ou une facette-ferme´e.
5) Lemme. Si F est une facette, une facette-ferme´e, une facette locale ou un filtre
clos, alors tout Ω ∈ F contient un ouvert non vide du support de F .
N.B. Par contre le support d’un filtre clos n’est pas force´ment clos.
De´monstration. Une base du filtre F est forme´e d’ensembles convexes et il est clair
qu’un ensemble convexe contient un ouvert non vide de l’espace affine qu’il engendre.
6) Dans le cas mode´re´ment imaginaire une facette-ferme´e est l’enclos d’un germe
de segment pre´ordonne´.
1.8. Chambres, cloisons...
1) Il y a un ordre sur les facettes : les assertions ”F est une face de F ′ ” , ”F ′
domine F ” et ”F ≤ F ′ ” sont par de´finition e´quivalentes a` F ⊂ F ′.
Tout point x ∈ A est contenu dans (l’adhe´rence d’)une unique facette minimale
F (x, V0) ; le point x est un sommet si et seulement si F (x, V0) = {x}.
2) Une chambre (ou alcoˆve) est une facette maximale ou, de manie`re e´quivalente,
une facette que l’on peut e´crire sous la forme C = F (x, Cv) ou` Cv est une chambre
vectorielle. Sa dimension est n et elle est sphe´rique.
Une cloison est une facette maximale parmi les facettes contenues dans au moins
un mur (re´el), ou de manie`re e´quivalente une facette que l’on peut e´crire sous la forme
F = F (x, F v) ou` F v est une cloison vectorielle et x appartient a` un mur de direction
supp(F v). Sa dimension est n− 1, son support est un mur et elle est sphe´rique.
Un mur d’une chambre C est le support M d’une cloison F domine´e par C. Deux
chambres sont dites adjacentes (le long de M ou F ) si elles dominent une meˆme cloison
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F de support M . Mais il peut exister une chambre ne dominant aucune cloison, et donc
n’ayant aucun mur. Donc, A n’est pas force´ment ”connexe par galeries”.
3) Exemple : On se place dans le cas (assez ge´ne´ral) de 1.2.1 : le cas Kac-Moody
(sans imaginaire ou mode´re´ment imaginaire) avec des Γα comme en 1.4 (suppose´s
seulement infinis). On va mieux de´crire ci-dessous la facette F = F (x, F v(J)) meˆme
quand x n’est pas spe´cial. On note Φx = {α ∈ Φ | α(x) ∈ Γα}, ∆(J) = ∆∩ (⊕j∈J Rαj)
et Φ(J) = Φ ∩∆(J).
Si J n’est pas sphe´rique, alors (que ce soit avec ou sans imaginaires) on a
dim(F ) ≤ n−1. Plus pre´cise´ment supp(F ) est contenu dans l’intersection x+V ′(J) des
hyperplans affines x+Kerβ pour les β ∈ V ∗ \ {0} tels que Rβ soit point d’accumulation
(dans P(V ∗) ) des Rγ pour γ ∈ Φ(J). L’espace V ′(J) est stable par W v(J). De plus
toute racine δ ∈ ∆im ∩ ∆(J) est nulle sur V
′(J) [Kac-90 ; ex. 5.12], donc F n’est pas
sphe´rique.
Si J est sphe´rique, alors F est e´galement sphe´rique. On a dim(F ) = n si et seulement
si Φx ∩ Φ(J) = ∅ et alors F = F (x, C
v
f ) est une chambre. On a dim(F ) = n − 1 si et
seulement si |Φx ∩Φ(J)| = 1 ; on peut supposer que Φ
+
x ∩ Φ(J) = {αj0} pour j0 ∈ J et
alors F = F (x, F v({j0})) est une cloison.
Ainsi une facette de dimension n est une chambre et une facette de dimension n−1
est soit une cloison soit non sphe´rique. Donc l’ensemble F des facettes de A et le coˆne
de Tits de´terminent l’ensemble M des murs.
1.9. Quartiers
Un quartier dans A est un translate´ q = x + Cv d’une chambre vectorielle ; x est
son sommet et Cv sa direction. Deux quartiers ont la meˆme direction si et seulement si
ils sont translate´s l’un de l’autre et si et seulement si leur intersection contient un autre
quartier.
Le germe de quartier du quartier q = x+Cv est le filtre germ∞(q) = Q forme´ des
sous-ensembles de A contenant un translate´ de q ; il est bien de´termine´ par la direction
Cv. Ainsi l’ensemble des classes de quartiers de A a` translation pre`s, l’ensemble des
chambres vectorielles de V et l’ensemble des germes de quartiers de A sont en bijection
canonique.
Une face (resp. cloison)de quartier dans A est un translate´ f = x+F v d’une facette
(resp. cloison) vectorielle. Le germe de face de quartier de la face de quartier f = x+F v
est le filtre germ∞(f) = F forme´ des sous-ensembles de A contenant un raccourci de
f i.e. un translate´ quelconque f′ de f par un e´le´ment de F v (donc f′ ⊂ f). Si F v est
sphe´rique, alors f et F sont aussi dits sphe´riques (ou e´vase´s). Le signe de f ou F est le
signe de leur direction F v.
1.10. Chemine´es
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Une chemine´e est associe´e a` une facette F = F (x, F v0 ) (sa base) et une facette
vectorielle F v (sa direction), c’est le filtre
r(F, F v) = cl(F + F v) = cl(germx(x+ F
v
0 ) + F
v) ⊃ cl(F ) + F v = F + F v .
La chemine´e r(F, F v) est dite e´vase´e si F v est sphe´rique, son signe est celui de F v.
Cette chemine´e est dite solide (resp. pleine) si la direction de son support a un fixateur
fini dans W v (resp. si son support est A).
Remarques 1.11.
1) Si F v ou F est sphe´rique (resp. une chambre), alors r(F, F v) est solide (resp.
pleine). En particulier une chemine´e e´vase´e est solide.
2) La ple´nitude de la chemine´e r e´quivaut au fait que tout S ∈ r contient un ouvert
non vide de A (lemme 1.7.5), alors le fixateur (point par point) Wr de r dans W est
re´duit a` l’e´le´ment neutre.
3) Dans le cas fini toute chemine´e est e´vase´e et toute face de quartier ou facette est
sphe´rique.
4) Dans le cas fini ou si F v n’est pas sphe´rique, il peut arriver que la chemine´e soit
a` la fois positive et ne´gative.
5) Si F v = V0 est la facette vectorielle minimale, alors r(F, F
v) = F + V0 ⊂ cl
si(F )
et est e´gal a` la facette ferme´e F si toute α ∈ ∆ est nulle sur V0 (e.g. dans le cas
mode´re´ment imaginaire). Toute facette-ferme´e engendre donc une chemine´e (de´ge´ne´re´e)
qui n’est e´vase´e que dans le cas fini.
6) L’enclos d’une face de quartier f = x + F v est une chemine´e (avec F v0 = V0 ou
F v0 = F
v) de meˆme direction que f. La face de quartier est sphe´rique si et seulement si
la chemine´e correspondante est e´vase´e.
7) Dans le cas mode´re´ment imaginaire et sauf si la direction est re´duite a` {0}, on
peut de´crire l’adhe´rence d’une face de quartier comme le R−enclos d’une demi-droite
pre´ordonne´e et une chemine´e comme l’enclos d’une demi-droite pre´ordonne´e et d’un
germe de segment pre´ordonne´ de meˆme origine. La face de quartier est sphe´rique (ou la
chemine´e est e´vase´e) si et seulement si la demi-droite est ge´ne´rique.
1.12. Germes de chemine´es ou demi-droites
Un raccourci d’une demi-droite δ d’origine x est une demi-droite δy d’origine y ∈ δ
de´finie par δy = δ + (y − x) = δ \ [x, y[. Le germe de cette demi-droite est le filtre
germ∞(δ) des parties de A contenant un de ses raccourcis.
Un raccourci d’une chemine´e r(F, F v) est de´fini par un e´le´ment ξ ∈ F v, c’est
la chemine´e cl(F + ξ + F v). Le germe de cette chemine´e est le filtre R(F, F v) =
germ∞(r(F, F
v)) des parties de A contenant un de ses raccourcis.
Remarques : 1) La direction F v est bien de´termine´e par r ou R (ce n’est pas vrai pour
la base) : F v est la re´union des demi-droites vectorielles telles que tout e´le´ment du filtre
R contienne une demi-droite de cette direction.
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2) Un raccourci d’une chemine´e a la meˆme direction, le meˆme support, le meˆme
signe et donc les meˆmes proprie´te´s (e´vase´e, solide ou pleine) que la chemine´e originelle ;
ces objets et ces proprie´te´s sont donc attache´s au germe.
3) Dans le cas de´ge´ne´re´ ou` F v = V0, tout raccourci de r est e´gal a` r, donc r = R.
4) Un germe de quartier est un germe de chemine´e e´vase´e pleine.
1.13. Appartements de type A
Un appartement de type A est un ensemble A muni d’un ensemble Isom(A, A)
de bijections f : A → A (appele´es isomorphismes) tel que, si f0 ∈ Isom(A, A), alors
f ∈ Isom(A, A) si et seulement si il existe w ∈W ve´rifiant f = f0 ◦ w.
Un isomorphisme entre deux appartements A et A′ est une bijection ϕ : A → A′
telle qu’il existe f0 ∈ Isom(A, A)) avec ϕ ◦ f0 ∈ Isom(A, A
′) (i.e. f ∈ Isom(A, A)) ⇔
ϕ ◦ f ∈ Isom(A, A′) ).
En particulier un appartement A posse`de une structure naturelle d’espace affine
sous un espace vectoriel re´el V (A), avec des ensembles Φ(A) ⊂ ∆(A) ⊂ V (A)∗ de
racines, des murs ou murs imaginaires, des coˆnes de Tits ±T (A) dans V (A) et des
relations de pre´ordre ≤A, ≤A,
◦
≤A. Il contient des facettes, des demi-appartements, des
quartiers, des chemine´es ... et plus ge´ne´ralement tout ce que l’on vient de de´finir, puisque
ces notions sont invariantes par W . De plus un isomorphisme d’appartements e´change
ces structures, objets et relations.
§2. Masures affines
Pour simplifier on se place dore´navant dans le cas mode´re´ment imaginaire. Il
faudrait sinon rajouter a` la de´finition 2.1 ci-dessous au moins certaines des proprie´te´s
de´montre´es en 2.2. Le cas tre`s imaginaire avec enclos re´el (e´gal a` l’enveloppe convexe)
pourrait quand meˆme eˆtre inte´ressant.
De´finition 2.1. Unemasure affine de type A est un ensemble I muni d’un recouvrement
par un ensemble A de sous-ensembles appele´s appartements tel que :
(MA1) Tout A ∈ A est muni d’une structure d’appartement de type A.
(MA2) Si F est un point, un germe d’intervalle pre´ordonne´, une demi-droite
ge´ne´rique ou une chemine´e solide d’un appartement A et si A′ est un autre appartement
contenant F , alors A ∩ A′ contient l’enclos clA(F ) de F dans A et il existe un
isomorphisme de A sur A′ fixant cet enclos.
(MA3) Si R est un germe de chemine´e e´vase´e, si F est une facette ou un germe de
chemine´e solide, alors R et F sont toujours contenus dans un meˆme appartement.
(MA4) Si deux appartements A, A′ contiennent R et F comme en (MA3), alors
leur intersection A ∩ A′ contient l’enclos clA(R ∪ F ) de R ∪ F dans A et il existe un
isomorphisme de A sur A′ fixant cet enclos.
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Par re´fe´rence aux de´compositions correspondantes dans les groupes de Kac-Moody
(cf. § 6), si R est un germe de quartier et F une facette (resp. un germe de quartier de
meˆme signe, de signe oppose´) on dit que (MA3) ou (MA4) est la partie existence ou
unicite´ de la proprie´te´ d’Iwasawa (resp. de Bruhat, de Birkhoff) ; on ajoute le qualificatif
mixte si on remplace germe de quartier par germe de chemine´e e´vase´e non de´ge´ne´re´e ou
solide non de´ge´ne´re´e. La proprie´te´ de Bruhat-Iwahori correspondrait au cas ou` R et F
sont des facettes (cf. (I1) et (I2) en 2.2.6 ci-dessous) ; elle est rarement ve´rifie´e par les
masures affines : seulement par les immeubles affines (cf. 2.4, 2.5).
Remarque. Les de´finitions des masures affines de type A, AR, A
si et AsiR ne diffe`rent
donc que par les contraintes plus ou moins grandes impose´es par le fait de contenir les
enclos correspondants. Le type Asi est le plus contraignant, on espe`re pouvoir toujours
s’y ramener. Le type AR est le moins contraignant.
2.2. Premie`res conse´quences
1) Si la conclusion de (MA2) est ve´rifie´e pour un filtre F , elle l’est aussi pour tout
filtre F ′ tel que F ⊂ F ′ ⊂ clA(F ). En particulier si (MA2) est ve´rifie´, il s’applique aussi
bien quand F est un germe de segment pre´ordonne´, une facette-locale, une facette, une
facette-ferme´e ou une face de quartier sphe´rique. De meˆme (MA2) s’applique alors aussi
quand F est un germe de demi-droite ge´ne´rique, un germe de face de quartier sphe´rique
ou un germe de chemine´e solide.
2) L’axiome (MA2) et la remarque finale de 1.13 montrent que les notions de
germe de segment (ou d’intervalle) pre´ordonne´, facette, facette-locale, facette-ferme´e,
demi-droite ge´ne´rique, face de quartier sphe´rique, chemine´e solide et les germes associe´s
sont bien de´finis dans la masure inde´pendamment de l’appartement qui les contient. De
meˆme les qualificatifs qui s’appliquent a` ces objets (positif, ne´gatif, sphe´rique, ge´ne´rique,
e´vase´, pleine, dimension, type, chambre, cloison) ne de´pendent pas de l’appartement.
On utilise ceci dans les axiomes (MA3) et (MA4).
3) D’apre`s (MA2) les axiomes (MA3) et (MA4) s’appliquent aussi dans une masure
quand F est un point, un germe de segment pre´ordonne´, une facette-locale ou une
facette-ferme´e et quand R ou F est un germe de demi-droite ge´ne´rique ou un germe de
face de quartier sphe´rique.
Bien sur (MA3) (mais pas force´ment (MA4)) s’applique aussi si R ou F est contenu
dans l’un des objets indique´s, par exemple si R est un germe de demi-droite ge´ne´rique
et si F est un germe de demi-droite pre´ordonne´e.
4) Les enclos clA(−) intervenant dans les axiomes (MA2) et (MA4) ne de´pendent
finalement pas de l’appartement A choisi dans la masure et sont donc note´s simplement
cl(−).
5) Un mur (dans un appartement) est l’enclos de deux germes de cloisons de
quartier ; ainsi les appartements contenant un mur sont isomorphes et la notion de mur
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est intrinse`que dans une masure. De meˆme pour un demi-appartement qui est l’enclos
d’un germe de quartier et d’un germe de cloison de quartier.
6) Dans le cas fini, tout appartement A est muni d’une me´trique euclidienne
dA, WA−invariante. De plus on a vu (1.11.5) qu’une facette-ferme´e est un germe de
chemine´e e´vase´e, une masure affine ve´rifie donc dans ce cas les trois axiomes habituels
des immeubles (cf. [Tits-74] ou [Brown-89] dans le cas discret et [Rousseau-08] dans le
cas affine ge´ne´ral) :
(I0) Tout A ∈ A est un appartement euclidien.
(I1) Deux facettes sont toujours contenues dans un meˆme appartement.
(I2) Si A et A′ sont deux appartements, leur intersection est une re´union de facettes
et, pour toutes facettes F , F ′ dans A∩A′, il existe un isomorphisme de A sur A′ fixant
les facettes-ferme´es F et F ′.
En particulier la proprie´te´ de Bruhat-Iwahori est ve´rifie´e.
De´finitions 2.3. La masure affine I est dite ordonne´e si elle ve´rifie l’axiome
supple´mentaire suivant :
(MAO) Soient x, y deux points de I et A,A′ deux appartements les contenant ; si
x ≤A y, alors les segments [x, y]A et [x, y]A′ de´finis par x et y dans A et A
′ sont e´gaux.
La masure affine I est dite e´paisse si toute cloison de I est domine´e par au moins
trois chambres.
Tous les qualificatifs qui s’appliquent a` A s’appliquent aussi a` I, e.g. semi-discret,
discret, dense, sans imaginaire, dimension, rang (vectoriel), type fini, type classique, ...
Remarques : 1) La seconde de´finition est habituelle. La premie`re est une condition
de ”convexite´ pre´ordonne´e” des intersections d’appartements. On verra au § 5 qu’elle
permet de de´finir des pre´ordres globaux sur I.
2) Evidemment une masure I de type A est munie d’une structure naturelle IR de
masure de type AR (cf. 1.6.1), il suffit de rajouter tous les murs fantoˆmes a` la structure.
Mais IR ne peut eˆtre e´paisse (sauf si M = MR). Il n’est pas sur que cette masure de
type A puisse eˆtre munie (comme on l’espe`re) d’une structure de masure de type Asi
ou AsiR (sans imaginaire).
2.4. Exemples
1) Soit I l’immeuble de Bruhat-Tits d’une donne´e radicielle value´e (au sens
de [Bruhat-Tits-72]) que l’on munit de son syste`me canonique A d’appartements.
L’appartement te´moin A est un appartement affine relevant du cas classique (donc
fini) de 1.2.1 (sans imaginaire). D’apre`s [Bruhat-Tits-72 ; 6.2.11] on peut supposer que
la donne´e radicielle est ge´ne´ratrice et que l’image du groupe N de cette donne´e dans le
groupe affine de A est notre groupe W . De plus pour ∅ 6= Ω ⊂ A, le groupe UΩ de´fini
dans loc. cit. fixe le filtre cl(Ω), meˆme avec notre de´finition plus restrictive d’enclos.
Ainsi [l.c. ; 7.4.8 et 7.4.9] montre que l’intersection A ∩A′ de deux appartements A, A′
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est close (meˆme pour notre de´finition plus restrictive) et que A et A′ sont isomorphes par
un isomorphisme (au sens de 1.13) fixant cette intersection. On en de´duit les axiomes
(MA1), (MA2), (MA4) et (MAO). Le the´ore`me 7.4.18 de loc. cit.montre l’axiome (MA3)
dans les cas impliquant des facettes ou des germes de quartier. Cependant les chemine´es
n’interviennent pas dans loc. cit. Les re´sultats manquants pour l’axiome (MA3) sont
de´montre´s dans [Rousseau-77], voir aussi [Rousseau-01].
Un immeuble affine irre´ductible, de dimension ≥ 3 et muni d’un syste`me
d’appartements ve´rifiant les axiomes de [Tits-86], est associe´ a` une donne´e radicielle
value´e, mais en un sens qui peut eˆtre plus ge´ne´ral que celui de [Bruhat-Tits-72]. On
n’est donc sur d’obtenir une masure affine que dans un nombre plus restreint de cas.
Mais la de´monstration de [Rousseau-77] devrait pouvoir eˆtre adapte´e a` ce cadre, comme
elle l’a e´te´ ici pour les groupes de Kac-Moody, cf. 6.7.
Un immeuble affine simplicial (i.e. discret) muni de son syste`me complet d’apparte-
ments est une masure affine ordonne´e. L’essentiel des re´sultats se trouve dans les
re´fe´rences classiques : [Brown-89], [Garrett-97], [Ronan-89], [Scharlau-95] ou [Weiss-08].
Les re´sultats manquants sur les chemine´es sont dans [Charignon].
Les immeubles affines de [Tits-86] ont e´te´ revisite´s par Anne Parreau [2000], voir
aussi [Kleiner-Leeb-97]. Si on les munit de leur syste`me complet d’appartements, il
est vraisemblable que l’on puisse de´montrer que deux demi-droites sont (quitte a` les
raccourcir) contenues dans un meˆme appartement. Joint aux re´sultats connus, ceci
montrerait qu’un tel immeuble affine est une masure affine ordonne´e.
On obtient ainsi de nombreux exemples de masures affines ordonne´es e´paisses de
type classique (qui sont aussi des immeubles). Mais ceci ne donne pas de nouveaux
objets.
2) Soit G un groupe de Kac-Moody sur un corps K, au sens minimal (”alge´brique”)
de [Tits-87]. Ce groupe est muni d’une donne´e radicielle ge´ne´ratrice de type un syste`me
de racines re´elles Φ de Kac-Moody (i.e. comme en 1.2.1) [Rousseau-06 ; 1.4]. Si K est
muni d’une valuation re´elle ω non triviale, la donne´e radicielle de G est naturellement
munie d’une valuation [Rousseau-06 ; 2.2] et on peut de´finir un appartement affine A
correspondant (voir [Gaussent-Rousseau-08 ; 2.2] pour ω discre`te, mais le cas ge´ne´ral
est semblable) ; cet appartement est mode´re´ment imaginaire.
Si G est syme´trisable, si la valuation ω de K est discre`te et si le corps re´siduel
contient C, on construit dans [Gaussent-Rousseau-08] une masure (hovel) sur laquelle le
groupe G agit. Cette masure n’est en ge´ne´ral pas un immeuble, faute de satisfaire
l’axiome (I1), i.e. la proprie´te´ de Bruhat-Iwahori. C’est en fait (au moins sous la
condition (SC) de 6.1) une masure affine ordonne´e e´paisse, mais certaines des proprie´te´s
exige´es dans la de´finition 2.1 ne sont pas prouve´es dans loc. cit. Les de´monstrations
manquantes sont regroupe´es a` la fin de cet article (§ 6).
Malheureusement il n’y a pas encore de construction de masure affine associe´e a`
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une donne´e radicielle value´e quelconque. On l’espe`re au moins dans le cas pre´sent des
groupes de Kac-Moody pour des corps re´ellement value´s quelconques [Rousseau- ?].
2.5. Commentaires sur les de´finitions
La de´finition de masure affine adopte´e ici est largement inspire´e de celle d’immeuble
de type affine donne´e par J. Tits [Tits-86]. Toutes les deux de´pendent d’un syste`me
d’appartements choisi et font intervenir des e´le´ments a` l’infini : les quartiers. On a en
fait ici rajoute´ l’exigence de proprie´te´s d’autres e´le´ments a` l’infini, les chemine´es de´finies
dans [Rousseau-77]. Cela permet de se passer de l’axiome (A5) introduit par J. Tits (ou
de ses variantes, cf. [Ronan-89 ; appendice 2]). Par ailleurs on raisonne ici avec A plutoˆt
qu’avec AR comme dans [Tits-86].
Les axiomes pre´sente´s ici sont complique´s par le fait que beaucoup de cas diffe´rents
sont conside´re´s. Je n’ai pas trouve´ de formulation plus simple qui n’exclurait pas
l’exemple fondamental de Kac-Moody ci-dessus (2.4.2) et donc ne risquerait pas de
ne s’appliquer qu’a` l’ensemble vide (en dehors du cas fini). Il fallait en particulier
e´viter d’exiger l’axiome (I1) (ou proprie´te´ de Bruhat-Iwahori). Cet axiome me semblant
fondamental pour les immeubles, j’ai adopte´ ici le nom de masure.
J’ai simplement demande´ dans les axiomes ce que je savais sur les masures de
[Gaussent-Rousseau-08]. Les re´sultats qui vont suivre semblent le´gitimer ce choix et
il ne semble pas y avoir d’hypothe`se inutile. J’ai cependant choisi de se´parer l’axiome
(MAO) : il ne fait intervenir que des e´le´ments a` distance finie et pourrait d’ailleurs peut-
eˆtre s’ave´rer conse´quence des autres axiomes. Les proprie´te´s spe´cifiques des masures
affines ordonne´es sont aborde´es dans le § 5.
La de´finition de masure affine donne´e ici est pre´cise. La notion ge´ne´rale de masure
(”immeuble sans l’axiome I1”) est beaucoup plus vague. Il existe cependant au moins
un autre exemple inte´ressant : [Broussous-04].
Les masures, comme les immeubles, sont des exemples d’espaces couverts, c’est
a` dire d’ensembles munis d’un recouvrement par des sous-ensembles (appartements
ou plats) tous isomorphes par ”suffisamment d’isomorphismes”. C’est aussi le cas des
espaces riemanniens syme´triques munis des plats (maximaux) ; dans ce cas (de manie`re
analogue a` l’axiome (I1) des immeubles) deux points sont toujours contenus dans un
meˆme plat. Des exemples ne ve´rifiant pas cette proprie´te´, donc plus proches des masures,
semblent a` chercher parmi les espaces pseudo-riemanniens syme´triques.
2.6. Re´tractions
Soit R un germe de chemine´e e´vase´e pleine dans un appartement A d’une masure
affine I.
Pour x ∈ I, choisissons un appartement Ax contenant R et x (MA3). Il existe alors
un isomorphisme ϕ : Ax → A fixant R. Si ϕ et ϕ
′ sont deux tels isomorphismes, ϕ−1 ◦ϕ′
est un automorphisme de Ax fixant la chemine´e pleine R, c’est donc l’identite´ (1.11.2)
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et ϕ est unique. De meˆme d’apre`s (MA4) ϕ(x) ne de´pend pas du choix de l’appartement
Ax. On peut donc de´finir ρA,R(x) = ϕ(x) .
L’application ρA,R : I → A est une re´traction de I sur A. Elle ne de´pend que de A
et R ; on l’appelle la re´traction de I sur A de centre R.
Si A′ est un autre appartement contenant R, on a e´videmment ρA′,R = ψ ◦ρA,R ou`
ψ est l’unique isomorphisme de A sur A′ fixant R. Ainsi, a` isomorphisme unique pre`s,
ρA,R ne de´pend que de R.
Remarque :Dans le cas fini, on retrouve ainsi les re´tractions bien connues (d’immeubles
affines) de centre des chambres ou des germes de quartier. Mais on a aussi des
re´tractions de centre des germes de chemine´es pleines. En fait celles-ci sont des chambres
des diffe´rents immeubles affines intervenant dans la compactification de Satake de
l’immeuble (cf. § 4).
Proposition 2.7.
1) SoientR un germe de chemine´e e´vase´e et x, y deux points dans un appartement A
d’une masure affine ve´rifiant x ≤A y. Il existe une subdivision z0 = x, z1, . . . , zn = y du
segment [x, y]A et des appartements A1, . . . , An tels que, pour 1 ≤ i ≤ n, l’appartement
Ai contienne R et le segment [zi−1, zi]A.
2) Soient F une facette ou un germe de chemine´e solide et F, F’ deux germes de faces
de quartier sphe´riques dans une masure affine I. On suppose qu’il existe un appartement
A de I contenant F et F’ et que, dans cet appartement, F et F’ ont meˆme direction.
Alors il existe dans A des germes de faces de quartier (sphe´riques) de meˆme direction
F0 = F,F1, . . . ,Fn = F
′ et des appartements A1, . . . , An tels que, pour 1 ≤ i ≤ n,
l’appartement Ai contienne Fi−1, Fi et F .
N.B. a) Bien sur, dans l’e´nonce´ ci-dessus ont peut remplacer facette par facette-locale,
facette-ferme´e, point ou germe de segment pre´ordonne´ ; germe de chemine´e solide ou
e´vase´e par germe de face de quartier sphe´rique ou demi-droite ge´ne´rique et face de
quartier sphe´rique par demi-droite ge´ne´rique.
b) On sait de plus (MA4) que le fait d’avoir meˆme direction ne de´pend pas
de l’appartement contenant les deux faces de quartier sphe´riques ou demi-droites
ge´ne´riques.
De´monstration. Les preuves des deux re´sultats sont tre`s proches. De plus la premie`re
preuve est essentiellement celle de [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 4.4]. On ne fait donc
que la seconde preuve.
Notons f = x−+F
v et f′ = x++F
v des repre´sentants de F et F′ dans A. Le cas ou`
F v = V0 ne correspond a` des faces de quartier sphe´riques que dans le cas fini et rele`ve
de la partie 1). On peut donc supposer que F v contient une demi-droite ge´ne´rique δ
d’origine 0 dans V .
Quitte a` remplacer x+ par x+ + ξ (et donc f’ par une raccourcie) pour ξ grand
dans δ, on peut supposer x− ≤A x+ ou x− ≥A x+. Pour z ∈ [x, y]A, l’ensemble
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r±z = clA([z, x±) +F
v) (si z 6= x±) est une chemine´e e´vase´e. D’apre`s (MA3) il existe un
appartement A±z contenant F et un raccourci r
±
z + ξ
±
z = clA([z, x±)+ ξ
±
z +F
v) pour ξ±z
assez grand dans δ ; cet appartement contient en fait une bande [z, z + ε±z (x± − z)] +
ξ±z + F
v pour ε±z > 0 petit. Mais [z + ε
−
z (x− − z), z + ε
+
z (x+ − z)] est un voisinage
de z dans [x−, x+] qui est compact. On peut donc recouvrir [x−, x+] par un nombre
fini de tels intervalles : il existe une subdivision z0 = x−, z1, . . . , zn = x+ de [x−, x+],
des appartements A1, . . . , An et des e´le´ments ξ1, . . . , ξn ∈ δ tels que, pour 1 ≤ i ≤ n,
l’appartement Ai contient F et [xi−1, xi]+ξi+F
v. Il suffit alors de poser fi = xi+ξi+F
v
(on peut meˆme supposer tous les ξi e´gaux).
Corollaire 2.8. Dans la situation de 2.6 la re´traction ρ = ρA,R est ”croissante”. Plus
pre´cise´ment, si x et y sont deux points d’un appartement A′ tels que x ≤A′ y, l’image
par ρ du segment [x, y]A′ est une ligne brise´e [ρz0, ρz1] ∪ [ρz1, ρz2] ∪ . . . ∪ [ρzn−1, ρzn]
avec ρz0 = ρx, ρzn = ρy, ρzi−1 ≤A ρzi (pour 1 ≤ i ≤ n) et donc ρx ≤A ρy. Le meˆme
re´sultat est valable pour la relation
◦
≤.
N.B. Pour les masures affines pre´ordonne´es on verra au § 5 que les diffe´rentes relations
≤A ou
◦
≤A se recollent en une relation de pre´ordre sur I ; ceci donne un sens plus
habituel au qualificatif ”croissante”.
De´monstration. C’est une conse´quence imme´diate de la proposition et du fait que les
isomorphismes d’appartements e´changent les relations de pre´ordre (1.13).
Proposition 2.9. 1) Soit D un demi-appartement de la masure affine I et M = ∂D
son mur (i.e. son bord). On conside`re une cloison F dans M et une chambre C de I
dominant F . Il existe alors un appartement A de I contenant D et C.
2) Soient D et D1 deux demi-appartements de I dont l’intersection est re´duite au
mur bordant chacun d’eux :M = D∩D1 = ∂D = ∂D1. AlorsD∪D1 est un appartement
de I.
De´monstration. 1) Soit f = x + F v une cloison de quartier contenue dans M de
sommet x ∈ F . Il existe un appartement A1 contenant C et le germe F de f, donc aussi
cl(F ∪ F) ⊃ F + F v. On note r = r(C, F v) et R son germe (dans A1). Il est clair que
cl(F ∪R) ⊃ r ⊃ C. Soit f′ = x− F v la cloison de quartier dans M de sommet x et de
direction oppose´e a` f. On note q’ le quartier de D de sommet x tel que f′ ⊂ q′. Il existe
un appartement A2 contenant son germe Q’ et R ⊃ F. Ainsi D = cl(F ∪Q
′) est dans
A2 qui contient aussi cl(F ∪R) ⊃ C.
2) Soit x ∈M , on choisit f, f’ (⊂M) et q’ (⊂ D) comme ci-dessus.
Soit f1 ⊂ D1 \ M une cloison de quartier de meˆme direction que f et A1 un
appartement contenant les germes Q’ et F1 ; montrons que A1 contient F (et donc
D = cl(Q′ ∪F)). On se rame`ne par re´currence, graˆce a` 2.7.2, au cas ou` Q’, F et F1 sont
dans un meˆme appartement A2. Si, dans A2, F ⊂ cl(Q
′ ∪ F1) le re´sultat est e´vident.
Sinon F1 ⊂ cl(Q
′ ∪ F) = D, c’est absurde d’apre`s l’hypothe`se D ∩D1 =M .
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Soit maintenant q1 le quartier de D1 de sommet x tel que f ⊂ q1. Il existe un
appartement A3 contenant les germes Q
′ et Q1 ; il contient donc une cloison de quartier
f1 ⊂ D1 \M de meˆme direction que f. D’apre`s l’aline´a pre´ce´dent A3 contient F et meˆme
D. Ainsi A3 contient D1 = cl(F
′ ∪ Q1). Finalement D ∪D1 ⊂ A3 et on a e´galite´ car,
dans un appartement, un mur ne borde que deux demi-appartements.
Corollaire 2.10. Si la masure I est e´paisse, un demi-appartement est l’intersection de
deux appartements.
Conse´quence. Ainsi dans une masure e´paisse un sous-ensemble clos d’appartement est
une intersection d’appartements. Par contre on n’est pas sur que l’intersection de deux
appartements soit close.
Remarque. On dit qu’un mur est e´pais si tout demi-appartement qu’il borde est
intersection de deux appartements. On va montrer qu’un mur est e´pais si (et seulement
si) une (resp. toute) cloison qu’il contient est e´paisse i.e. domine´e par au moins trois
chambres.
De´monstration. Soit D un demi-appartement dans un appartement A1 de I. On
choisit une cloison F = F (x, F v) (avec F v cloison vectorielle) dans le mur M bordant
D. On note C (resp. C1) la chambre de A1 dominant F contenue dans D (resp. A1 \D).
Par hypothe`se il existe une chambre C2 dominant F diffe´rente de C et C1. D’apre`s la
proposition il existe un appartement A2 contenant D et C2 ; montrons que D = A1∩A2.
Sinon il existe y dans (A1 ∩A2) \D. Calcule´ dans A1, l’enclos de {y}∪ germ∞(x±F
v)
contient une chemine´e raccourcie de r± = r(C1,±F
v). Ainsi A1∩A2 contient les germes
R+, R− et donc leur enclos : A1 ∩ A2 contient l’espace de A1 compris entre M et un
mur de A1 \D paralle`le a` M . On en de´duit aussitoˆt que A1 ∩A2 contient C1, ainsi A2
contient trois chambres distinctes C, C1 et C2 dominant F , c’est absurde.
§3. Paralle´lisme et immeubles jumele´s a` l’infini
On conside`re une masure affine I
De´finitions 3.1.
Soient f et f’ deux faces de quartier sphe´riques, il existe un appartement A contenant
les germes correspondants F et F’.
On dit que f est paralle`le a` f’ (note´ f ‖ f′) si F et F’ ont meˆme direction dans A, i.e.
on peut e´crire F = germ∞(x+ F
v) et F′ = germ∞(y + F
v) dans A.
On dit que f et f’ sont de directions oppose´es (ou oppose´es pour abre´ger) (note´
f opp f′) si on peut e´crire F = germ∞(x+ F
v) et F′ = germ∞(y − F
v) dans A.
On dit que f domine f’ (note´ f ≥ f′) si on peut e´crire F = germ∞(x + F
v) et
F′ = germ∞(y + F
′v) dans A avec F ′v ⊂ F v.
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Remarques. a) Comme A est unique a` isomorphisme fixant F et F’ pre`s, ces de´finitions
ne de´pendent pas du choix de A et bien sur elles ne de´pendent que des germes.
b) Si f est paralle`le a` f’ ou domine f’ (resp. est oppose´e a` f’), les deux faces de
quartier ont meˆme signe (resp. des signes oppose´s).
c) Pour les quartiers, q est paralle`le a` q’ si et seulement si Q = Q′.
d) Ces de´finitions et la proposition suivante sont aussi valables pour les demi-droites
ge´ne´riques. On pourrait aussi parler de paralle´lisme et opposition entre un germe de
segment pre´ordonne´ et un germe de demi-droite ge´ne´rique, cf. [Rousseau-01].
Proposition 3.2.
1) Le paralle´lisme est une relation d’e´quivalence sur les faces de quartier sphe´riques.
2) La domination est un pre´ordre (partiel) sur les faces de quartier sphe´riques
qui est compatible avec le paralle´lisme. Plus pre´cise´ment le paralle´lisme est la relation
d’e´quivalence associe´e a` ce pre´ordre.
On a : f ≥ f′ ⇔ ∃ f′1 , f
′
1 ‖ f
′ , f′1 ⊂ f ⇔ ∃ f1 , f1 ‖ f , f
′ ⊂ f1
3) L’opposition est syme´trique et compatible avec le paralle´lisme et la domination :
on a : f1 ‖ f opp f
′ ‖ f′1 ⇒ f1 opp f
′
1 , f opp f
′ ≥ f′′ ⇔ ∃ f′1, f ≥ f
′
1 opp f
′′
et f opp f′ ≤ f′′ ⇔ ∃ f′1, f ≤ f
′
1 opp f
′′ .
De´monstration.
Soient f, f’ et f′′ trois faces de quartier sphe´riques telles que f′ ‖ f′′ et f ‖ f′ (resp.
f ≥ f′, f ≤ f′, f opp f′), il est e´vident que f ‖ f′′ (resp. f ≥ f′′, f ≤ f′′, f opp f′′) si les trois
germes sont situe´s dans un meˆme appartement. Mais la proposition 2.7 permet de se
ramener a` ce cas par re´currence ; on a donc la conclusion en ge´ne´ral.
On vient donc de prouver 1) et la compatibilite´ de la domination ou de l’opposition
avec le paralle´lisme. La syme´trie de l’opposition est claire.
Pour la dernie`re assertion de 2), on peut donc remplacer f (ou f’) par une face
de quartier paralle`le f1 (ou f
′
1) de meˆme origine et dans un meˆme appartement que f’
(ou f) et alors les e´quivalences annonce´es sont claires. La preuve de la transitivite´ de la
domination se rame`ne de meˆme au cas facile de trois faces de quartier de meˆme sommet.
On a e´galement f ‖ f′ ⇔ f ≥ f′ et f′ ≥ f ; d’ou` la preuve comple`te de 2).
Pour les deux dernie`res assertions de 3), si f opp f′ ≥ f′′ (resp. f opp f′′ ≤ f′), on peut
supposer f et f’ dans un meˆme appartement A puis, quitte a` raccourcir f’, remplacer f′′
par une face de quartier paralle`le, de meˆme sommet et dans un meˆme appartement que
f’. On a alors f′′ ⊂ f′ et les trois faces de quartier sont dans un meˆme appartement. Les
re´sultats annonce´s sont alors e´vidents.
3.3. Conse´quences
1) La classe d’e´quivalence d’une face de quartier sphe´rique f de germe F est appele´e
sa direction f∞ = F∞. La direction d’une chemine´e (ou d’un germe de chemine´e) e´vase´e
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est la direction d’un germe de face de quartier de dimension maximale qu’il contient.
Ces notions co¨ıncident avec les notions de direction dans un appartement
Les directions de faces de quartier sphe´riques, aussi appele´es facettes a` l’infini,
forment un ensemble I∞ re´union de deux sous-ensembles : I+∞ (resp. I−∞) est
l’ensemble des directions de faces de quartier sphe´riques positives (resp. ne´gatives).
Ces deux sous-ensembles sont confondus dans le cas fini et disjoints dans les autres cas.
On notera que la masure IR (cf. 2.3.2) fournit les meˆmes ensembles de facettes a`
l’infini : I∞R = I
∞ et I±∞
R
= I±∞.
2) La domination induit un ordre (partiel) sur I∞, qui ne me´lange pas I+∞ et
I−∞ (s’ils sont disjoints). La face f est un quartier (resp. une cloison de quartier)
si et seulement si f∞ est maximale (resp. maximale parmi les facettes a` l’infini non
maximales) ; on dit alors que f∞ est une chambre a` l’infini (resp. cloison a` l’infini).
3) A` un appartement A on associe l’appartement a` l’infini A∞ = A+∞ ∪ A−∞, ou`
A+∞ (resp. A−∞) est l’ensemble des classes de faces de quartier sphe´riques positives
(resp. ne´gatives) dont un repre´sentant est dans A. Par de´finition des relations, A+∞
(resp. A−∞) est isomorphe a` l’ensemble ordonne´ des facettes vectorielles sphe´riques
positives (resp. ne´gatives) de V (A) i.e. de T ◦(A) (resp. −T ◦(A)). Par ces isomorphismes
l’opposition correspond a` F v 7→ −F v et induit donc une bijection croissante de A+∞
sur A−∞.
Il n’est pas clair (pour l’instant, cf. 3.9) que l’application A 7→ A+∞ ou A 7→ A−∞
soit injective ; par contre A 7→ A∞ l’est (par convexite´).
4) Si M est un mur (resp. D est un demi-appartement) de l’appartement A de
I, l’ensemble M∞ (resp. D∞) des classes de faces de quartier sphe´riques dont un
repre´sentant est dans M (resp. D) est, par de´finition, un mur (resp. demi-appartement)
a` l’infini (dans A∞) appele´ direction de M (resp. D). De meˆme M±∞ = M∞ ∩ I±∞
(resp. D±∞ = D∞ ∩ I±∞) est un mur (resp. un demi-appartement) dans A±∞. Deux
murs paralle`les (resp. deux demi-appartements inclus l’un dans l’autre) donnent le meˆme
mur (resp. demi-appartement) a` l’infini. On peut parler de M∞ et D∞ meˆme pour M
et D fantoˆmes (1.6.1).
Si M = M(α, k) (resp. D = D(α, k)), M±∞ (resp. D±∞) s’identifie au ”mur”
±T ◦(A)∩Ker(α) (resp. au ”demi-appartement” ±T ◦(A)∩D(α)) dans ±T ◦(A) ⊂ V (A).
The´ore`me 3.4. L’ensemble I+∞ muni de sa relation d’ordre et de l’ensemble A+∞ de
ses appartements a` l’infini A+∞ (pour A ∈ A) est un immeuble combinatoire de type
W v. Si la masure I est e´paisse, alors l’immeuble I+∞ est e´pais.
Remarques. a) On a le meˆme re´sultat avec −∞.
b) A proprement parler I+∞ n’est pas un complexe simplicial puisque dans
l’adhe´rence d’un quartier on ne garde que les faces sphe´riques. On a cependant bien
toutes les chambres et cloisons du complexe. Il paraˆıt donc opportun d’adopter (ci-
dessous) le langage des syste`mes de chambres.
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c) D’apre`s la dernie`re assertion de 3.3.1 et la remarque 2.3.2, l’immeuble I+∞ peut
eˆtre e´pais sans que I le soit. De plus, comme il y a une infinite´ de murs paralle`les,
la de´monstration ci-dessous prouve que, quand I est e´paisse, une cloison a` l’infini est
domine´e par une infinite´ de chambres a` l’infini.
d) D’apre`s 2.7.2 une re´traction ρ de centre un germe de chemine´e e´vase´e pleine
positive R est compatible avec le paralle´lisme et est donc de´finie sur I±∞. Si R est un
germe de quartier, cette re´traction co¨ıncide sur I+∞ avec celle de´duite de sa structure
d’immeuble et sur I−∞ avec celle de´duite de la structure d’immeuble jumele´ sur I∞,
cf. 3.7.
e) L’ensemble des classes de paralle´lisme de demi-droites positives ge´ne´riques est
une re´alisation ge´ome´trique de I+∞ : a` (x+ F v)∞ on associe l’ensemble des directions
des demi-droites x+ R+ξ pour ξ ∈ F
v.
De´monstration.
Ve´rifions les axiomes des immeubles comme e´nonce´s en 2.2.6 ou, de manie`re plus
approprie´e aux immeubles combinatoires, dans [Brown-89 ; 4.1] ou [Re´my-02 ; 2.4.1].
Chaque appartement A+∞ est le complexe de Coxeter associe´ a` W v, puisqu’il est
isomorphe a` l’ensemble ordonne´ des facettes (sphe´riques) de T ◦(A), d’ou` (I0). Les
axiomes (I1) et (I2) sont des conse´quences imme´diates des axiomes (MA3) et (MA4).
Soit f∞ une cloison de I+∞ et f = x + F v une cloison de quartier de I corre-
spondante. On peut supposer que f a pour support un (vrai) mur M d’un appartement
A1. Si la masure I est e´paisse, on a construit en 2.10 un second appartement A2 tel
que D = A1 ∩ A2 est l’un des deux demi-appartements de A1 borde´ par M . Notons q
(resp q1, q2) le quartier de D (resp. A1 \D, A2 \D) de sommet x contenant f dans son
adhe´rence ; f∞ est bien domine´e par les chambres a` l’infini q∞, q∞1 et q
∞
2 . Si f
′ = x−F v,
on a cl(F′ ∪Q) = D, cl(F′∪Q1) = A1 \D et cl(F
′∪Q2) = A2 \D ; donc les trois cham-
bres a` l’infini q∞, q∞1 et q
∞
2 sont bien distinctes.
3.5. W v−distance
W v est le groupe de Weyl vectoriel de A ; son syste`me de ge´ne´rateurs canonique
S est associe´ a` la chambre fondamentale Cvf de A. La W
v−distance sur les chambres
vectorielles de A est donc donne´e par dA+(wC
v
f , w
′Cvf ) = w
−1w′, elle est invariante par
l’action de W v. On a dA+(C
v
1 , C
v
2 ) ∈ S ∪ {1} si et seulement si C
v
1 et C
v
2 sont adjacentes
i.e. dominent une meˆme cloison vectorielle.
Soient Q1 et Q2 deux germes de quartiers positifs et A un appartement les
contenant ; on note Qi = germ∞(x + C
v
i ) dans A. Si f ∈ Isom(A, A), on de´finit
dA+(Q1,Q2) = d
A
+(f
−1(Cv1 ), f
−1(Cv2 )) ; un autre choix de f est de la forme f ◦ w pour
w ∈ W v, donc dA+(w
−1f−1(Cv1 ), w
−1f−1(Cv2 )) = d
A
+(f
−1(Cv1 ), f
−1(Cv2 )), ainsi d
A
+ ne
de´pend pas du choix de f . Par ailleurs deux choix de A diffe`rent par un isomorphisme
fixant Q1 etQ2, donc d
A
+(Q1,Q2) ne de´pend pas de A ; c’est laW
v−distance d+(Q1,Q2)
de Q1 et Q2 dans I
+∞.
24 Guy Rousseau
Comme cette W v−distance est associe´e a` un immeuble, elle ve´rifie les axiomes
des W v−distances, cf. [Re´my-02 ; 2.3]. La ve´rification directe est facile et laisse´e au
lecteur : le premier axiome est clair ; pour le troisie`me il suffit de choisir les germes de
quartier x, y et z dans le meˆme appartement ; quant au second on peut s’inspirer de la
de´monstration de 3.7 ci-dessous.
On a bien sur les meˆmes re´sultats dans I−∞ : pour des germes de quartiers ne´gatifs
et avec les notations ci-dessus on pose : d−(Q1,Q2) = d
A
+(−f
−1(Cv1 ),−f
−1(Cv2 )).
3.6. Codistance
Soient Q1 et Q2 deux germes de quartier de signes oppose´s (ε1 et ε2 = −ε1), A un
appartement les contenant et f ∈ Isom(A, A) ; on note Qi = germ∞(x + C
v
i ) dans A
et f−1(Cvi ) = εiwiC
v
f pour wi ∈ W
v.
On de´finit alors d∗(Q1,Q2) = dε1(C
v
1 ,−C
v
2 ) = dε2(−C
v
1 , C
v
2 ) = w
−1
1 w2.
Pour les meˆmes raisons qu’en 3.5, cette de´finition ne de´pend pas des choix effectue´s ; on
dit que d∗ est la codistance dans I
∞.
Deux germes de quartiers (de signes diffe´rents) sont oppose´s dans I si et seulement
si leur codistance est 1. Deux germes de faces de quartier sphe´riques F et F′ sont oppose´s
si et seulement si, pour tout germe de quartier Q dominant F, il existe un germe de
quartier Q′ oppose´ a` Q dominant F′ et inversement en e´changeant F et F′. On peut
donc traduire l’opposition par des codistances.
Cas fini : Supposons W v fini et notons w0 son e´le´ment de plus grande longueur. Alors
I+∞ = I−∞ = I∞ est un immeuble sphe´rique et on retrouve donc bien le classique
immeuble sphe´rique a` l’infini de l’immeuble affine I.
On a de´fini trois ”distances” sur l’ensemble des germes de quartiers. Pour tous
germes de quartiers Q1, Q2 on a : d−(Q1,Q2) = w0d+(Q1,Q2)w0 et d∗(Q1,Q2) =
w0d+(Q1,Q2) (resp. d+(Q1,Q2)w0) si on conside`re Q1 dans I
−∞ et Q2 dans I
+∞
(resp. l’inverse). On retrouve les formules de [Tits-92 ; prop.1] a` condition d’e´changer
w0d+ et d+w0 dans ces formules (ce qui semble ne´cessaire dans l.c. ) ; ainsi dans ce cas
d∗ est le jumelage naturel de I
∞ avec lui-meˆme.
Le the´ore`me qui va suivre est donc une ge´ne´ralisation naturelle de ce cas connu.
A` l’infini de la masure affine on trouve un immeuble jumele´ a` la place de l’immeuble
sphe´rique a` l’infini d’un immeuble affine.
The´ore`me 3.7. La codistance d∗ de´finit un jumelage des immeubles (I
+∞, d+) et
(I−∞, d−).
De´monstration.
Le premier axiome des jumelages (cf. [Tits-92 ; 2.2] ou [Re´my-02 ; 2.5.1]) est
clairement ve´rifie´. Le troisie`me est aussi facile : il suffit de choisir tous les germes de
quartier dans un meˆme appartement. Pour le second, soientQ1 ∈ I
−∞ etQ2, Q3 ∈ I
+∞
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des germes de quartier tels que : d∗(Q1,Q2) = w ∈ W
v et d+(Q2,Q3) = s ∈ S,
avec ℓ(ws) = ℓ(w) − 1. Soit A un appartement contenant Q1 et Q2 ; on note Q1 =
germ∞(x+ C
v
1 ) et Q2 = germ∞(x+ C
v
2 ) dans A. On choisit une isome´trie de A sur A
qui identifie Cvf avec −C
v
1 et donc C
v
2 avec wC
v
f . Comme ℓ(ws) = ℓ(w)− 1, le mur M
v
support de la cloison F v de Cv2 de type {s} se´pare C
v
2 de C
v
f = −C
v
1 . Ainsi C
v
1 et C
v
2
sont du meˆme coˆte´ de Mv dans A et Cv2 ⊂ cl(C
v
1 ∪ F
v) : tout appartement contenant
Q1 et F = germ∞(x + F
v) contient Q2. Graˆce a` la proposition 2.7 on voit facilement
que c’est encore vrai si on remplace F par un germe de cloison de quartier paralle`le.
Mais d+(Q2,Q3) = s, donc les cloisons de type {s} de deux quartiers quelconques q2
et q3, de germes Q2 et Q3, sont paralle`les. Ainsi tout appartement A
′ contenant Q1 et
Q3 contient Q2 ; dans cet appartement le calcul des codistances et distances est facile
et donne le re´sultat attendu : d∗(Q1,Q3) = ws.
3.8. Conse´quences On suppose la masure I e´paisse.
1) La construction d’un immeuble (combinatoire) e´pais I±∞ de type W v implique
des limitations sur W v. Si J ⊂ I, on sait construire a` partir de I±∞ un re´sidu qui
est un immeuble e´pais de type W v(J) [Ronan-89 ; III 3.5]. Les limitations connues sur
les groupes de Coxeter des immeubles e´pais sphe´riques (cf. [Tits-74 ; addenda], [Tits-
Weiss-03 ; 40.3 et 40.22] ou [Weiss-03 ; sect. 12.3]) montrent donc que le diagramme de
Coxeter de W v ne peut contenir de sous-diagramme de type H3 ou H4. Par contre il
n’y a, a priori, pas de limitation sur les coefficients de la matrice de Coxeter de W v, cf.
[Ronan-89 ; exercice 3.21].
2) D’apre`s [Tits-92 ; 5.6 cor. 3] et [Mu˝hlherr-Ronan-95 ; (4) p 73], le jumelage entre
I+∞ et I−∞ montre que, si tous les coefficients de la matrice de Coxeter sont finis (cas
2−sphe´rique), tous les 2−re´sidus (sauf peut-eˆtre ceux facteurs directs) sont de Moufang.
On obtient alors plus de limitations sur W v : d’apre`s [Tits-74 ; addenda] et [Tits-Weiss-
02 ; 17.1] les coefficients de la matrice de Coxeter de W v ne peuvent eˆtre que 1, 2, 3,
4, 6 ou 8 (puisqu’on a exclu ∞), si l’on suppose de plus toute composante connexe du
diagramme de Coxeter de cardinal au moins 3. Cela ne diffe`re donc du cas Kac-Moody
que par la possibilite´ du nombre 8.
On peut ame´liorer le´ge`rement ce re´sultat. Il est clair que deux re´sidus oppose´s de
I∞ de type J ⊂ I (cf. [Mu˝hlherr-99 ; 6 p 135]) forment un immeuble jumele´ de type
W v(J). Ainsi tous les sous-diagrammes (du diagramme de Coxeter de W v) connexes, a`
3 sommets et sans coefficient ∞ ne comportent que les coefficients 3, 4, 6 ou 8.
3) Si le diagramme de Coxeter de W v est connexe, sans coefficient ∞ et si |I| ≥ 3,
on sait donc que tous les 2−re´sidus de I±∞ sont de Moufang. L’immeuble jumele´ I∞
est alors lui-meˆme de Moufang [Abramenko-Brown-08 ; prop. 8.27]. D’apre`s [Tits-92 ;
4.3 prop. 7] il existe alors un groupe G d’automorphismes de I∞ qui est muni d’une
donne´e radicielle ”jumele´e” de type W v (qui ge´ne´ralise la notion de donne´e radicielle
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de type Φ de [Rousseau-06 ; 1.4] de´ja` signale´e en 2.4.2). De plus cette donne´e radicielle
de´termine entie`rement l’immeuble jumele´ I∞ [Tits-89 ; 8.1].
La classification des immeubles jumele´s e´pais de Moufang est assez largement
connue dans le cas 2−sphe´rique (i.e. quand tous les coefficients de la matrice de Coxeter
de W v sont finis) : cf. [Tits-92], [Mu˝hlherr-Ronan-95] et [Mu˝hlherr-99-02].
3.9. Appartements jumele´s
Les appartements admissibles de (I±∞, d±) ou les appartements jumele´s de
(I∞, d±, d∗) sont associe´s aux paires de chambres a` l’infini (i.e. de germes de secteurs)
oppose´es, cf. [Re´my-02 ; 2.5.2]. Si on note A l’appartement (unique) contenant deux
germes de quartier oppose´s Q+ et Q−, le lemme 3.10 suivant, compare´ a` la de´finition de
l.c. , dit que les appartements admissibles (resp. l’appartement jumele´) associe´s a` Q+
et Q− sont A±∞ (resp. A∞ = A+∞ ∪ A−∞).
Inversement tout appartement A ∈ A est l’enveloppe convexe de deux germes de
quartier oppose´s Q+ et Q− ; donc A±∞ est un appartement admissible de I±∞ et A∞
un appartement jumele´ de I∞. D’apre`s [Abramenko-96 ; lemme 2iv p.24] l’appartement
admissible A+∞ (resp. A−∞) de´termine entie`rement son jumeau A−∞ (resp. A+∞).
On a donc des bijections canoniques entre l’ensemble A des appartements de I, les
ensembles A±∞ d’appartements de I±∞ et l’ensemble A∗ des appartements jumele´s de
I∞.
Lemme 3.10. Soient Q+ ∈ I+∞, Q− ∈ I−∞ deux germes de quartier oppose´s et A un
appartement les contenant. Pour tout germe de quartier positif Q′, on a :
d+(Q
+,Q′) = d∗(Q
−,Q′) si et seulement si Q′ est contenu dans A.
De´monstration. Si Q′ ⊂ A, la relation est e´vidente par construction. Supposons
inversement que d+(Q
+,Q′) = d∗(Q
−,Q′) = w. Soit Q0 = Q
+,Q1, . . . ,Qn = Q
′
une galerie minimale de germes de quartiers dans I+∞ (donc n = ℓ(w)). Si Q′ 6⊂ A,
soit i le plus petit entier tel que Qi ⊂ A et Qi+1 6⊂ A. La re´traction ρ = ρA,Q−
conserve les codistances a` Q− donc d∗(Q
−, ρ(Q′)) = w. Par ailleurs, si {s} est le type
du germe de cloison de quartier F domine´ par Qi et Qi+1 et si Q
′
i+1 est le germe
de quartier de A adjacent a` Qi le long de F, on a d+(Qi,Qi+1) = d+(Qi,Q
′
i+1) =
d+(Q
′
i+1,Qi+1) = s ; d∗(Q
−,Qi) = d+(Q
+,Qi) = wi ∈ W
v ; d∗(Q
−,Q′i+1) =
d+(Q
+,Q′i+1) = d+(Q
+,Qi+1) = wis et ℓ(wis) > ℓ(wi) = ℓ(wiss). Le second axiome
des jumelages nous dit alors que d∗(Q
−,Qi+1) = wi ; donc d∗(Q
−, ρQi+1) = wi =
d∗(Q
−,Qi) et ρQi+1 = Qi. La galerie ρQ0 = Q
+, ρQ1, . . . , ρQn = ρQ
′ be´gaye donc et
ainsi d+(Q
+, ρQ′) a une longueur strictement infe´rieure a` n, longueur de d∗(Q
−, ρQ′) ;
ceci est impossible dans l’appartement A.
§4. Immeubles microaffines et arbres a` l’infini
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On conside`re toujours une masure affine I
4.1. L’appartement te´moin AJ
Soit J ⊂ I. Le quadruplet (V,W v(J), (αi)i∈J , (αiˇ)i∈J) satisfait aux conditions de
1.1. Son syste`me de racines est ΦJ = Φ ∩ (
⊕
i∈J Rαi) = {α ∈ Φ | α(F
v(J)) = {0} } =
W v(J).{αi | i ∈ J }. On note VJ =
⋂
i∈J Ker(αi) le support de la facette F
v(J).
On conside`re l’ensemble MJ (resp. MJi ) des hyperplans de M dont la direction
est de la forme Ker(α) avec α ∈ ΦJ (resp. α ∈ ∆im et α(F
v(J)) = {0}) ; ils
de´finissent une structure d’appartement affine (mode´re´ment imaginaire) sur A associe´e
a` (V,W v(J), (αi)i∈J , (αiˇ)i∈J). Tous ces hyperplans sont stables par translation par VJ .
Ainsi AJ = A/VJ est muni de syste`mesMJ etM
i
J d’hyperplans (en bijection avecM
J
etMJi ) qui en font un appartement affine essentiel (mode´re´ment imaginaire) de groupe
de Weyl vectoriel W v(J).
Le groupe W J = W v(J)⋉Qˇ⊂ W stabilise MJ et commute a` VJ . Il induit donc
un groupe de transformations affines de AJ qui contient le groupe de Weyl WJ de cet
appartement (et est contenu dans le groupe (WJ )PJ correspondant).
L’ensemble A(F v(J)) des germes de faces de quartier de A de direction F v(J)
s’identifie de manie`reW J−e´quivariante a` AJ . Un germe de chemine´e R de A de direction
dominant F v(J) de´finit un filtre de parties de AJ dont une base est obtenue comme
suit : a` un e´le´ment du filtre R on associe l’ensemble des F ∈ A(F v(J)) = AJ contenus
dans cet e´le´ment. Ce filtre est un germe de chemine´e de AJ ; si R a pour direction
F v(J) c’est une facette-ferme´e de AJ et toutes les facettes-ferme´es sont ainsi obtenues.
De meˆme un germe de face de quartier F de direction dominant F v(J) de´finit un germe
de face de quartier (ou un point) de AJ .
On s’inte´ressera essentiellement au cas J sphe´rique. AlorsW v(J) et ΦJ sont finis et
il n’y a pas de racine imaginaire pour AJ ou A
J ; de plus AJ posse´de un produit scalaire
W v(J)−invariant qui en fait un appartement au sens de [Rousseau-08]. Si l’appartement
A est semi-discret, l’appartement AJ est discret.
Plus ge´ne´ralement on de´finit les ensembles A(F v) et AF v (en bijection canonique
avec AJ ) pour une facette vectorielle F
v de type J a` la place de F v(J). On dit que
A(F v) est la fac¸ade de A dans la direction F v, cf. [Charignon].
4.2. L’ensemble I(F∞)
Soit F∞ une direction de face de quartier sphe´rique (par exemple positive) de type
J . On note I(F∞) l’ensemble des germes de faces de quartier F dans cette direction.
Soit f = x+F v ⊂ A un repre´sentant d’un F ∈ I(F∞). On choisit un isomorphisme
ϕ ∈ Isom(A, A) tel que ϕ−1(F v) = F v(J). L’ensemble A(F∞) des e´le´ments de I(F∞)
contenus dans A est identifie´ par ϕ avec A(F v(J)) et donc avec AJ .
Soit R un germe de chemine´e de I de direction dominant F∞ (donc e´vase´e) ;
conside´rons un appartement A contenant R. Comme en 4.1 ci-dessus, on peut associer
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a` R un filtre de parties de I(F∞) (note´ RF∞) contenu dans A(F
∞) mais inde´pendant
du choix de A. En choisissant ϕ comme ci-dessus, RF∞ s’identifie a` une chemine´e de
l’appartement AJ ; si la direction de R est F
∞ alors RF∞ s’identifie a` une facette de AJ .
Remarque. Si J n’est pas sphe´rique, la direction d’une face de quartier f de type J n’a
pas e´te´ de´finie ; il est donc a priori plus difficile de de´finir I(F∞) qui devrait eˆtre une
masure affine.
Proposition 4.3. L’ensemble I(F∞) muni de ses facettes RF∞ (pour les germes de
chemine´es (e´vase´es) R de direction F∞) et de ses appartements A(F∞) (pour A ∈ A
contenant un F ∈ I(F∞)) est un immeuble affine de type AJ (au sens de [Rousseau-08],
cf. 2.2.6). Cet immeuble est la fac¸ade de I dans la direction F∞.
Remarque. Dans le cas fini et si F∞ est la direction de face de quartier minimale
(i.e. de type J = I), alors I(F∞) est l’essentialise´ Ie de l’immeuble I, c’est a` dire son
quotient par V0.
De´monstration. On a vu ci-dessus que les appartements avec leurs facettes sont
isomorphes a` AJ ; d’ou` (I0). D’apre`s l’axiome (MA3) deux facettes RF∞ et R
′
F∞
sont dans un meˆme appartement A(F∞), d’ou` (I1) ; et l’axiome (MA4) dit que cet
appartement est unique a` un isomorphisme fixant ces deux facettes pre`s. De plus
l’intersection de deux appartements est une union de facettes d’apre`s l’axiome (MA2) ;
d’ou` (I2).
4.4. L’ache`vement de Satake de la masure I
On note Iµ+ (resp. Iµ−) la re´union (disjointe) des I(F∞) pour les directions de
faces de quartier sphe´riques positives (resp. ne´gatives) F∞.Ainsi Iµ+ (resp. Iµ−) est
l’ensemble des germes de faces de quartier sphe´riques positives (resp. ne´gatives) de I.
L’ache`vement de Satake Isat de I est la re´union de I, Iµ+ et Iµ−. Dans le cas
fini Iµ+ = Iµ− contient Ie, on se limite au cas essentiel et alors Isat = Iµ+ = Iµ−.
En dehors du cas fini la re´union est disjointe mais cet ache`vement semble inacheve´, on
aimerait lui adjoindre des masures I(F∞) pour F∞ non sphe´rique.
Isat est re´union d’appartements Asat = A ∪ Aµ+ ∪ Aµ− (pour A ∈ A) ou` Aµ±
est l’ensemble des germes de faces de quartier sphe´riques de A, positives ou ne´gatives.
L’appartement Aµ+ est isomorphe a` la re´union disjointe Aµ+ des AF v pour F
v facette
vectorielle sphe´rique positive de V . En fait Aµ+ est l’appartement te´moin de l’immeuble
microaffine de [Rousseau-06] dans sa re´alisation de Satake (i.e. Aµ+ = As, cf. [l.c. ;
4.2.1]).
A` un germe de chemine´e e´vase´e R on associe une facette Rµ situe´e dans I(F∞) ou`
F∞ est la direction de R. Si R est dans un appartement A, un isomorphisme de A sur
A identifie Rµ a` une facette F s de As (cf. [l.c. ; 4.2.1]).
On peut donc dire que Iµ+ muni de ses appartements Aµ+ (pour A ∈ A) et de ses
facettes Rµ (pour R germe de chemine´e e´vase´e positive) est un immeuble microaffine de
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type Aµ+ (i.e. au sens de la re´alisation de Satake). Aucune de´finition abstraite n’a e´te´
donne´e dans l.c. , mais on a les proprie´te´s habituelles suivantes : les appartements sont
isomorphes a` Aµ+, deux facettes Rµ1 et R
µ
2 sont contenues dans un meˆme appartement
(cf. (MA3)) et si deux appartements contiennent Rµ1 et R
µ
2 , ils sont isomorphes par un
isomorphisme fixant ces deux facettes (cf. (MA4)).
Dans le cas fini, Iµ+ est l’ache`vement de Satake ou ache`vement polye´dral de
l’immeuble (essentiel) I [Rousseau-06 ; 4.3]. On va le munir d’une topologie qui en
fait une compactification de I, si ce dernier est localement fini.
4.5. Topologies sur les immeubles microaffines
Pour A ∈ A, l’appartement microaffine Aµ+ est muni d’une topologie [Rousseau-
06 ; 4.2.4] qui est compacte dans le cas fini. On peut meˆme de´finir cette topologie sur
Aµ− ∪A ∪ Aµ+ (quand W v n’a pas de facteur direct fini).
On va ”recoller” ces topologies sur les appartements en deux topologies distinctes
sur Iµ+. Pour F ∈ Iµ+, on doit de´finir une base de voisinages de F dans Iµ+ ; on va
meˆme de´finir des voisinages dans la re´union disjointe de I et Iµ+.
Soit f = x + F v un repre´sentant de F contenu dans un appartement A. Le sous-
groupe W vF v de W
v(A) fixant F v est fini, il existe donc une base de voisinages ouverts
de 0 dans VA stables par W
v
F v . Pour un tel voisinage ouvert U et un ξ ∈ F
v, l’ensemble
x+ ξ + U + F v est un voisinage ouvert dans A de l’adhe´rence du raccourci x+ ξ + F v
de f ; on note ΩA,U,ξ la re´union de cet ensemble et des F
′ ∈ Aµ+ qui sont contenus
dedans. Si maintenant A′ est un appartement contenant germx+ξ(x+ ξ +F
v), il existe
un isomorphisme ϕ de A sur A′ fixant germx+ξ(x+ ξ + F
v) qui est unique a` W vF v pre`s
(au maximum) ; ainsi ϕ(ΩA,U,ξ) ne de´pend pas du choix de ϕ, on le note ΩA′,U,ξ.
La base de voisinages de F pour la topologie forte (resp. faible) est forme´e
d’ensembles indexe´s par ξ, U comme ci-dessus, chaque ensemble e´tant la re´union des
ΩA′,U,ξ pour A
′ un appartement contenant x+ ξ+F v (resp. germx+ξ(x+ ξ+F
v)). On
note Iµ+s (resp. I
µ+
w ) l’espace I
µ+ muni de cette topologie.
Proprie´te´s attendues. Les re´sultats suivants sont vraisemblables mais non de´montre´s
ici car non utilise´s dans la suite.
1) Pour les deux topologies les appartements sont ferme´s et munis de la topologie
de [Rousseau-06 ; 4.2.4].
2) Pour F∞ ∈ I+∞ et pour les deux topologies, I(F∞) est muni de sa topologie
naturelle d’immeuble affine euclidien, il est ouvert dans son adhe´rence qui est la re´union
des I(F∞1 ) pour F
∞
1 ≥ F
∞.
3) L’ensemble des germes de quartier positifs est discret dans Iµ+s mais pas dans
Iµ+w .
4) Dans le cas classique et si I est localement fini, Iµ+w est la compactification de
Satake de l’immeuble I, cf. [Landvogt-96], [Charignon].
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4.6. L’arbre associe´ a` une cloison a` l’infini F∞
Dans la suite de ce paragraphe on va s’attacher a` ge´ne´raliser un certain nombre de
re´sultats de [Tits-86]. L’un des ingre´dients essentiels est l’arbre a` l’infini associe´ a` une
cloison de I±∞ : si F∞ est une cloison a` l’infini de I+∞, c’est a` dire une direction de
cloison de quartier positive, l’immeuble affine I(F∞) est de dimension 1 (la codimension
de F∞) donc un arbre.
On a sugge´re´ en 4.5 que la frontie`re de I(F∞) (dans Iµ+s ou I
µ+
w ) est forme´e des
I(Q) = {Q} pour Q = Q∞ un germe de quartier dominant F∞. Si F∞ ∈ A∞, la
frontie`re de A(F∞) est re´duite a` A(Q∞1 ) ∪ A(Q
∞
2 ) = {Q1,Q2}, ou` Q1 et Q2 sont les
deux germes de quartier de A dominant F∞.
Inde´pendamment de ces re´sultats, il est facile de voir que Q1 et Q2 de´terminent
les deux bouts de l’appartement A(F∞) de l’arbre I(F∞) : si qi = x + C
v
i ⊂ A est un
quartier de germe Qi, l’ensemble des germes de cloisons de quartier de A de direction
F∞ et contenus dans qi est une demi-droite δ
x
i de la droite A(F
∞) et les demi-droites
δx1 , δ
x
2 sont oppose´es.
Ainsi I(F∞) est un arbre (discret ou non) muni d’un syste`me d’appartements dont
les bouts correspondent bijectivement aux germes de quartiers de I dominant F∞. Ce
syste`me d’appartements satisfait aux conditions de [Tits-86] : deux bouts distincts sont
toujours dans un meˆme appartement (qu’ils de´terminent entie`rement).
Proposition 4.7. 1) Soient x ∈ I et F∞ ∈ I∞, il existe une et une seule face de
quartier f dans I de sommet x et direction F∞.
2) Soient f1 et f2 deux faces de quartier sphe´riques dans I de meˆme direction F
∞.
Leurs adhe´rences sont disjointes ou elles ont meˆme germe. Si de plus elles ont meˆme
sommet, elles co¨ıncident.
N.B. On ge´ne´ralise ainsi [Tits-86 ; prop. 5 et cor. 17.4].
De´monstration. 1) Soient F′ un germe de face de quartier de direction F∞ et A un
appartement contenant x et F′. Dans A la face de quartier f de sommet x, paralle`le a`
F′ convient : en effet f∞ = F∞. Si on a deux solutions f′ et f′′, la proposition 2.7 nous
fournit une suite F0 = F
′,F1, . . . ,Fn = F
′′ de germes de faces de quartier paralle`les et
des appartements A1, . . . , An tels que Ai contienne x, Fi−1 et Fi. Tout appartement
A′i contenant x et Fi contient une unique face de quartier de sommet x et direction
F∞ = F∞i ; celle-ci est dans l’enclos de x et Fi, donc ne de´pend pas de A
′
i, on la note
f(Fi). Ainsi on a f
′ = f(F0) = f(F1) = . . . = f(Fn) = f
′′.
2) Soit x ∈ f1 ∩ f2, les raccourcis de f1 et f2 de sommet x ont meˆme direction et
meˆme sommet, elles sont donc e´gales d’apre`s 1). Ainsi F1 = F2.
Proposition 4.8. cf. [Tits-86 ; 17.3]
1) Deux murs (e´ventuellement fantoˆmes) de meˆme direction M∞ (cf. 3.3.4) sont
des hyperplans paralle`les d’un meˆme appartement.
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2) Soient M∞ un mur de I∞ et F∞ ⊂M∞ une cloison. Alors, pour tout germe de
cloison de quartier F de direction F∞, il existe un unique mur (e´ventuellement fantoˆme)
MF de I de direction M
∞ contenant F. Ce mur est un vrai mur si l’enclos de F est e´gal
a` son adhe´rence.
Remarque. Soient M∞ un mur de I∞ et F∞ ⊂ M∞ une cloison. Alors, pour tout
germe de chemine´e R de direction F∞ et pour toute chemine´e assez petite r de germe
R, tous les murs MF (associe´s aux germes de cloisons de quartier F de direction F
∞
contenus dans r) sont contenus dans un meˆme appartement (dans la de´monstration ci-
dessous de la partie 2 il suffit de prendre A contenant r et un F− de direction F−∞).
On note r+M∞ la re´union de ces murs. Quand r varie, les r+M∞ engendrent un filtre
R+M∞ de parties de I (contenu dans l’appartement A).
De´monstration. 1) Choisissons deux directions de cloison de quartier oppose´es F+∞ et
F−∞ dansM∞. Les mursM1 etM2 (de directionM
∞) contiennent donc des cloisons de
quartier f±i repre´sentant ces directions. Soit A un appartement contenant les germes F
−
1
et F+2 ; il suffit de montrer qu’il contient M1 et M2. Faisons le pour M1. La proposition
2.7 nous fournit une suite F0 = F
+
1 ,F1, . . . ,Fn = F
+
2 de germes de cloisons de quartier
paralle`les et des appartements A1, . . . , An tels que Ai contienne F
−
1 , Fi−1 et Fi. Pour
tout appartement A′ contenant F−1 et Fi, le mur engendre´ par F
−
1 ne de´pend pas de
l’appartement A′ car il est dans l’enclos de F−1 et Fi ; on le note M(Fi). Graˆce aux
appartements Ai on a donc M1 =M(F
+
1 = F0) =M(F1) = . . . =M(Fn = F
+
2 ) ⊂ A.
2) On peut supposer F∞ = F+∞ ∈ I+∞. Notons F−∞ sa cloison oppose´e dans M∞
et F− un germe de cloison de quartier de direction F−∞. Il existe un appartement A
contenant F et F−. Le support M de F dans A est un mur e´ventuellement fantoˆme ;
c’est un vrai mur si cl(F) = F. Il est clair dans A que M+∞ ∋ F+∞, M−∞ ∋ F−∞ et
donc que le mur de I∞ associe´ a` M est bien M∞. Soit M ′ un autre mur avec la meˆme
proprie´te´. D’apre`s la partie 1) M et M ′ sont paralle`les dans un meˆme appartement ;
comme ils contiennent le meˆme germe de cloison, ils sont e´gaux.
4.9. L’arbre e´tendu associe´ a` un mur a` l’infini
1) Soit M∞ un mur de I∞, on note I(M∞) la re´union des appartements A de
I contenant un mur M de direction M∞ (qui sont appele´s appartements de I(M∞)).
D’apre`s la proposition pre´ce´dente, I(M∞) est re´union disjointe des murs (vrais ou
fantoˆmes) de direction M∞. L’ensemble Ie(M∞) de ces murs est donc un quotient de
I(M∞).
Choisissons une cloison F∞ ∈M∞ (e.g. positive) et notons F−∞ la cloison oppose´e
dansM∞ ; en faitM∞ est de´termine´ par F∞ et F−∞. La seconde partie de la proposition
pre´ce´dente de´crit une application bijective de I(F∞) sur Ie(M∞). Ainsi I(M∞) est un
immeuble affine inessentiel dont le quotient essentiel Ie(M∞) est l’arbre I(F∞). Si R
est un germe de chemine´e de direction F∞, on a vu que RF∞ est une facette de I(F
∞)
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(cf. 4.3) ; l’ensemble correspondant de I(M∞) est R+M∞ (cf. remarque 4.8). Quand
R varie, ces ensembles R+M∞ de´crivent donc les facettes de l’immeuble I(M∞).
2) On va mieux identifier les appartements de Ie(M∞). Il est d’abord clair que
tout appartement de I(M∞) induit un appartement de I(F∞), on a donc la proprie´te´
suivante (axiome (A5) de [Ronan-89 ; appendix 3]) :
Proprie´te´ du Y : Si A1, A2 et A3 sont trois appartements de I tels que chacune
des intersections A1∩A2, A1∩A3 et A3∩A2 soit un demi-appartement, alors A1∩A2∩A3
est non vide.
En effet, si les murs que sont les bords de deux de ces demi-appartements ne sont
pas paralle`les dans l’appartement Ai les contenant, la conclusion est e´vidente. Le cas
paralle`le de´coule de ce que I(F∞) est un arbre si F est un germe de cloison de quartier
dans un de ces murs.
3) Un appartement A contenant un germe de cloison de quartier F de direction F∞
de´termine deux germes de quartiers Q1, Q2 dont F
∞ est une cloison. L’appartement
A(F∞) de l’arbre I(F∞) est entie`rement de´termine´ par ses deux bouts Q1 et Q2. Il y a
donc (en ge´ne´ral) beaucoup d’appartements A′ de I de´terminant le meˆme appartement
a` l’infini A′(F∞) = A(F∞). La proposition ci-dessous montre que parmi eux un et un
seul est un appartement de I(M∞). On de´crit ainsi la bijection entre les appartements
de I(F∞) et de I(M∞).
Proposition 4.10. Dans les conditions pre´ce´dentes, il existe un unique appartement
A′ contenant F, Q1 et Q2, tel que le mur M de A
′ engendre´ par F ait pour direction
M∞.
De´monstration. Si A′ est tel qu’indique´, le mur M est l’unique mur (e´ventuellement
fantoˆme) de 4.8.2. Il est clair que A′ est re´union des enclos cl(M ∪Q1) et cl(M ∪Q2)
donc unique.
D’apre`s 4.8.2 il existe un appartement A tel que, dans A, le mur M engendre´ par F
ait pour directionM∞. Soit F− le germe de cloison de quartier oppose´ a` F dans M . Soit
Ai un appartement contenant F
− etQi ; le murMi de Ai engendre´ par F
− a donc comme
direction M∞ (puisque F∞ ≤ Qi). D’apre`s l’unicite´ de 4.8.2 on a Mi =M . L’enveloppe
convexe ferme´e de F− et Qi (i.e. l’enveloppe convexe ferme´e de M et Qi) dans Ai est
un demi-appartement Di (e´ventuellement fantoˆme) de bord M . Dans A1 conside´rons
l’image Q3 par la re´flexion rM de −Q1. On a donc Q3 ⊂ D1 et (F
−)∞ ≤ Q3. Soit A
′
un appartement contenant Q2 et Q3, on a F
∞, (F−)∞ ⊂ A′∞, donc M∞ ⊂ A′∞ et A′
est re´union de murs de direction M∞. Par unicite´ des murs de direction M∞ contenant
un germe de cloison (4.8.2) A′ contient tout le demi-appartement de D1 ⊂ A1 engendre´
par F∞ et un quartier q3 ⊂ D1 de germe Q3 ; en particulier A
′ ⊃ Q1. Comme il contient
aussi Q2 il contient F et donc (par unicite´) M qui est de direction M
∞.
Proposition 4.11. Soient A1 et A2 deux appartements de I tels que A1 ∩ A2 soit un
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demi-appartement D, alors il existe une re´traction ρ (de centre un germe de quartier)
de I sur A1 telle que ρ(A2) = D.
Remarque. A part la condition de diminution des distances (qui n’a un sens que pour
les immeubles affines) ce re´sultat est l’axiome (A5) de [Tits-86].
De´monstration. Soient M le bord de D et F un germe de cloison de quartier contenu
dans le mur M . Tout se passe dans I(M∞) et donc principalement dans l’arbre I(F∞).
Il suffit de choisir le germe de quartier Q de A1 \ D dont une cloison est F
∞ et de
conside´rer la re´traction ρA1,Q.
4.12. Le proble`me de classification
Le the´ore`me 2 de [Tits-86 ; p 166] dit qu’un immeuble affine I est de´termine´ a`
isomorphisme pre`s par son immeuble sphe´rique a` l’infini I∞ (suppose´ e´pais) et les
arbres I(F∞) ≃ I(M∞) pour F∞ cloison de I∞ contenue dans un mur M∞. Si I∞
est de Moufang, ces arbres de´terminent une valuation de la donne´e radicielle G associe´e
a` I∞ [l.c. ; th 3 p 170] et cette valuation permet de reconstruire l’immeuble affine I ;
on obtient ainsi la classification des immeubles affines irre´ductibles localement finis de
dimension ≥ 3 [l.c. ; 14, 15].
On peut envisager une strate´gie semblable pour classifier les masures affines. On a
vu en 3.8.3 qu’a` une masure affine e´paisse 2−sphe´rique est souvent associe´e une donne´e
radicielle ”jumele´e” et que ces donne´es radicielles sont classifie´es dans de nombreux
cas. Les re´sultats pre´ce´dents sur les arbres I(F∞) ou I(M∞) doivent permettre de
de´finir une valuation de la donne´e radicielle. Malheureusement il n’y a pas encore de
construction d’une masure affine associe´e a` une donne´e radicielle value´e (hors le cas du
paragraphe 6). Ainsi ce processus de classification s’arreˆte la` (pour l’instant en tout
cas).
§5. Proprie´te´s a` distance finie des masures
On conside`re une masure affine I que l’on supposera ordonne´e a` partir de 5.4.
Proposition 5.1. Soient A un appartement de la masure I, x1 et x2 deux points de
A tels que x1 ≤A x2. On conside`re des facettes locales de I, F1 et F2 de sommets
respectifs x1 et x2. Si F1 est positive et F2 ne´gative, on suppose de plus x1 = x2 ou
x2−x1 ∈ T
◦(A) (coˆne de Tits ouvert de A) i.e. x1
◦
≤A x2. Alors il existe un appartement
A′ contenant F1 et F2.
De´monstration.
Quitte a` e´changer x1, x2 et changer les signes, on peut supposer ve´rifie´e l’une des
trois conditions suivantes : F2 positive, x1 = x2 ou x2 − x1 ∈ T
◦(A). Soit q un quartier
(ne´gatif si x1 6= x2) de sommet x2 dans A tel que x1 ∈ q ; alors, par convexite´, il existe
un appartement A1 contenant q et F2 et cet appartement est isomorphe a` A par un
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isomorphisme fixant q. Ainsi x1 ≤A1 x2, et meˆme x2 − x1 ∈ T
◦(A1), si c’est vrai dans
A. On s’est donc ramene´ au cas ou` F2 ⊂ A.
On voit facilement qu’il existe dans A1 un quartier (positif si x1 6= x2) q1 de sommet
x1 tel que F2 ⊂ q1. Par convexite´ il existe un appartement A
′ contenant F1 et q1, donc
aussi F2.
Proposition 5.2. Sous les hypothe`ses de la proposition 5.1, supposons de plus x1 = x2
et les deux facettes locales F1, F2 de meˆme signe. Alors deux appartements contenant
F1 et F2 sont isomorphes par un isomorphisme fixant F1 et F2.
N.B. Il re´sulte de la de´monstration qui suit que, si deux appartements contiennent une
meˆme chambre locale C0 en x, leur intersection est (localement) convexe par galeries :
toute galerie tendue d’une chambre locale en x a` une facette locale en x de cette
intersection est entie`rement contenue dans cette intersection. De plus tout isomorphisme
fixant C0 entre les deux appartements fixe toutes les chambres de ces galeries.
De´monstration.
On se rame`ne par le proce´de´ habituel [Brown-89 ; IV 1] au cas ou` l’une des deux
facettes (e.g. F2) est une chambre. Soient A un appartement contenant F1, F2 et q2
le quartier de sommet x = x1 = x2 dans A engendre´ par F2. Si A
′ est un autre
appartement contenant F1 et F2, on conside`re dans A
′ une galerie de chambres locales
en x : F2 = C0, C1, . . . , Cn ⊃ F1 qui est minimale (de C0 a` F1). En particulier le type
de cette galerie donne un mot re´duit de W v, donc dans tout appartement A′′ contenant
C0, C1, . . . , Ck−1, ces chambres locales sont toutes du meˆme coˆte´ du mur (e´ventuellement
fantoˆme) de A′′ contenant la cloison Ck−1 ∩ Ck.
En utilisant 2.9.1 successivement pour les murs se´parant Ck−1 et Ck, on trouve
un appartement A2 de I contenant q2, C0, C1, . . . , Cn et donc F1 ; de plus la galerie
C0, C1, . . . , Cn est minimale de F2 a` F1 dans cet appartement A2. D’apre`s (MA4)
A ⊃ clA2(F1,Q2) = clA2(F1, q2) ⊃ clA2(F1, C0) ⊃ C0 ∪ C1 ∪ . . . ∪ Cn et il existe un
isomorphisme ϕ : A2 → A fixant cet enclos. D’apre`s (MA2) applique´ a` C0 = F2, il existe
un isomorphisme ψ : A′ → A2 qui fixe C0. Mais les chambres locales C0, C1, . . . , Cn sont
dans A′ et A2, donc, par re´currence, ψ fixe chaque Cj . Finalement l’isomorphisme ϕ◦ψ
fixe F1 et F2, c’est l’isomorphisme cherche´.
5.3. Immeubles re´siduels Soit x un point de la masure I.
1) On note I+x (resp. I
−
x ) l’ensemble des germes de segments positifs (resp. ne´gatifs)
[x, y) de I et Ix = I
+
x ∪ I
−
x . Si A est un appartement de I contenant x, on note A
+
x
(resp. A−x ) l’ensemble de ces germes de segments positifs (resp. ne´gatifs) contenus dans
A et Ax = A
+
x ∪ A
−
x . Dans le cas fini Ax = A
+
x = A
−
x (resp. Ix = I
+
x = I
−
x ) est la
”sphe`re unite´ tangente” en x a` A (resp. I). Si F est une facette ou une facette locale
de I positive (resp. ne´gative) contenant x dans son adhe´rence, on note Fx l’ensemble
des germes de segments positifs (resp. ne´gatifs) [x, y) pour ]x, y) ⊂ F .
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2) Soient ε = ± et A un appartement contenant x. Le choix de x comme origine
identifie A a` V (A). Alors Aεx est identifie´ a` l’ensemble V (A)
sε des demi-droites d’origine
0 de εT (A) ⊂ V (A) ; il he´rite des deux structures de complexes de Coxeter que l’on va
de´finir sur εT (A) :
- La structure non restreinte est celle de´crite en 1.3 (pour V ), son groupe de Weyl
estW v(A) ≃W v. Les facettes correspondantes dans Aεx sont les F
ℓ
x ou` F
ℓ est une facette
locale en x de signe ε contenue dans A. Les murs correspondants sont e´ventuellement
fantoˆmes.
- La structure restreinte a pour groupe de Weyl le sous-groupe W v(A)x de W
v(A)
engendre´ par les re´flexions vectorielles par rapport aux directions des (vrais) murs de
A contenant x. Ce groupe est un groupe de Coxeter pour un ensemble de ge´ne´rateurs
e´ventuellement infini [De´odhar-89] ; des re´sultats comple´mentaires sont prouve´s dans
[Tits-88] ainsi que dans [Bardy-96 ; 5.1] ou [Moody-Pianzola-95 ; 5.7] (ou` la restriction
a` un contexte le´ge`rement diffe´rent peut eˆtre leve´e), la meilleure re´fe´rence ici semble
eˆtre [He´e-90], malheureusement peu disponible. Il re´sulte de ces raisonnements que Aεx
est muni d’une structure de complexe de Coxeter dont les murs sont les (vrais) murs
de A contenant x et dont les facettes sont les Fx ou` F est une facette de A de signe
ε dont l’adhe´rence contient x. Ce complexe de Coxeter peut cependant eˆtre tronque´,
car l’ensemble des facettes Fx dans l’adhe´rence d’une chambre Cx peut ne pas eˆtre en
bijection (de´croissante) avec l’ensemble des parties de l’ensemble des cloisons de Cx.
Par contre le groupe W v(A)x (agissant sur A en fixant x) est bien simplement transitif
sur les chambres Cx de meˆme signe et engendre´ par l’ensemble S(C
0
x) (e´ventuellement
infini) des re´flexions par rapport aux murs de l’une de ces chambres C0x, voir [Tits-88 ;
prop.3]. L’axiome (MA2) et cette simple transitivite´ montrent que le syste`me de Coxeter
(W v(A)x, S(C
0
x)) ne de´pend pas, a` isomorphisme unique pre`s, des choix de A et C
0
x, on
le note (W vx , Sx) ; bien sur W
v
x est un sous-groupe de W
v.
3) On munit les appartements Aεx de I
ε
x de l’une des deux structures de complexe
de Coxeter de´crites ci-dessus. Alors les propositions 5.1 et 5.2 montrent que Iεx avec ses
appartements est un immeuble au sens classique, cf. e.g. [Brown-89 ; IV 1].
On note Chr(I
ε
x) l’ensemble des chambres de I
ε
x pour la structure restreinte. Il
est muni d’une W vx−distance d
r
ε (ve´rifiant les axiomes de [Tits-92 ; 2.1] ou [Re´my-
02 ; 2.3.1] puisqu’elle traduit la structure d’immeuble) : on choisit un appartement
A0 contenant x et une chambre positive C
0 de A0 contenant x dans son adhe´rence. Si
Cx, C
′
x ∈ Chr(I
ε
x), on choisit un appartement A contenant les chambres correspondantes
C, C′ et on identifie A a` V (A) par le choix de x pour origine. D’apre`s (MA2) il existe
un isomorphisme ϕ de (A0, x) sur (A, x). Alors, si ϕ
−1(C) = εwC0 et ϕ−1(C′) = εw′C0
pour w,w′ ∈ W v(A0)x ≃ W
v
x , on de´finit d
r
ε(Cx, C
′
x) = w
−1w′ ; ceci ne de´pend
pas des choix effectue´s.
On note Chnr(I
ε
x) l’ensemble des chambres de I
ε
x pour la structure non restreinte.
36 Guy Rousseau
Il est muni d’une W v−distance dnrε , de´finie de manie`re analogue a` la pre´ce´dente et qui
traduit la structure non restreinte d’immeuble sur Iεx, cf. [Gaussent-Rousseau-08 ; sect.
4.5].
On suppose dans le reste de ce § 5 la masure I ordonne´e.
Proposition 5.4. Dans la masure ordonne´e I, on conside`re deux appartements A1, A2
et deux points distincts x, y de A1∩A2 ve´rifiant x ≤A1 y (resp. x
◦
≤A1 y). Alors x ≤A2 y
(resp. x
◦
≤A2 y) et il existe un isomorphisme de A1 sur A2 qui fixe clA1([x, y]).
Conse´quences.
1) On peut donc de´finir des relations ≤ et
◦
≤ dans la masure ordonne´e I :
Pour tous x, y ∈ I, on dit que x ≤ y (resp. x
◦
≤ y) si et seulement si il existe un
appartement A de I contenant x, y tel que x ≤A y (resp. x
◦
≤A y) (ceci ne de´pend pas
du choix de A).
On va voir en 5.9 que ≤ ou
◦
≤ est un pre´ordre. Bien sur x
◦
≤ y ⇒ x ≤ y.
2) Pour x ≤ y dans I, le segment [x, y] et meˆme son enclos est inde´pendant
de l’appartement choisi contenant x et y. On peut en particulier parler de convexite´
pre´ordonne´e dans I.
De´monstration.
1) D’apre`s l’axiome (MAO), on a [x, y)A1 = [x, y)A2 ⊂ A1∩A2 ; l’axiome (MA2) dit
donc qu’il existe un isomorphisme ϕ de A1 sur A2 qui fixe [x, y). Ainsi, dans A2, [x, y)
est un germe de segment positif (resp. et ge´ne´rique) et donc x ≤A2 y (resp. x
◦
≤A2 y).
2) Notons ∆1 (resp. ∆2) la demi-droite de A1 (resp. A2) d’origine x (resp. y) et
contenant y (resp. x). Ces deux demi-droites sont pre´ordonne´es et ont en commun le
segment [x, y]. On va prouver l’existence d’un appartement les contenant toutes les deux
et dans lequel leur re´union ∆ est une droite.
Soit Q2 un germe de quartier de A2 contenant la direction de ∆2 dans son
adhe´rence. D’apre`s (MA3) et par compacite´ de ∆1 ∪{∞} (cf. la preuve de 2.7) il existe
des points distincts y1 = x, y2 = y, y3, . . . , yn dans cet ordre sur ∆1 et des appartements
A2, A3, . . . , An, An+1 contenant tousQ2 et respectivement [y1, y2], [y2, y3], . . . , [yn−1, yn],
[yn,∞] = ∆1 \ [x, yn[. L’appartement A2 contient ∆2. L’appartement A3 contient y2 et
Q2 et donc aussi ∆2 (par convexite´, cf. (MA4)). Mais y = y2 ∈ [x, y3]A1 et x ≤A1 y3 ;
d’apre`s (MAO), [x, y3]A1 = [x, y3]A3 et y2 ∈ [x, y3]. Ainsi ∆3 = ∆2 ∪ [y2, y3] est une
demi-droite de A3 d’origine y3 dans l’enveloppe convexe de Q2 et y3. On est dans la
situation du de´part avec A2 devenu inutile. On a donc montre´, par re´currence sur n,
que An+1 contient ∆ = ∆1 ∪∆2 et que ∆ est une droite de An+1.
3) Un meilleur choix de l’appartement :
Soit Cv1 une chambre vectorielle de A1 et F
v
1 la facette vectorielle engendre´e par la
direction de ∆1. On conside`re dans A1 la chemine´e pleine r1 = cl(germy(y+C
v
1 )+F
v
1 )
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et son germe R1. Il est clair que cl(x,R1) ⊃ r1 ⊃ ∆1. Dans 2) ci-dessus on peut supposer
que A′ = An+1 contient Q2 et R1 ; on a vu qu’il contient ∆1 et ∆2 en particulier x
et y. Ainsi A′ contient le quartier q2 de A2 de sommet y et direction Q2 ainsi que la
chemine´e pleine r1. D’apre`s l’axiome (MA4) on a un isomorphisme ϕ de A1 sur A
′ fixant
cl(x,R1) ⊃ cl([x, y]) et un isomorphisme ψ de A
′ sur A2 fixant cl(q2) ⊃ ([x, y]). Ainsi
ψ ◦ ϕ est l’isomorphisme cherche´.
Proposition 5.5. Soient A un appartement de la masure ordonne´e I, x1 et x2 deux
points de A tels que x1 ≤A x2. On conside`re des facettes locales de I, F1 et F2 de
sommets respectifs x1 et x2. On suppose x2−x1 ∈ T
◦(A) ou F2 positive et F1 ne´gative.
Alors, si des appartements A′ et A′′ contiennent F1 et F2, ils contiennent leur enveloppe
convexe et il existe un isomorphisme de A′ sur A′′ qui fixe cette enveloppe convexe.
Remarque. On a montre´ l’existence d’appartements A′ et A′′ comme dans l’e´nonce´
en 5.1 (sous une hypothe`se moins restrictive). Avec l’hypothe`se ci-dessus, si Ω2 (resp.
Ω1) est un e´le´ment assez petit du filtre F2 (resp. F1) contenu dans A
′, alors pour tous
y2 ∈ Ω2 et y1 ∈ Ω1 on a y1 ≤ y2.
De´monstration. On suppose Ω2 et Ω1 comme ci-dessus, convexes et contenus dans A
′
et A′′. D’apre`s 5.4 A′ ∩A′′ contient [y1, y2]A′ = [y1, y2]A′′ pour tous y2 ∈ Ω2 et y1 ∈ Ω1.
Ainsi A′∩A′′ contient l’enveloppe convexe de Ω2∪Ω1 et donc de F2∪F1. Pour construire
l’isomorphisme de A′ sur A′′ on se rame`ne (par le proce´de´ habituel [Brown-89 ; IV 1])
au cas ou` l’une des facettes locales (e.g. F1) est une chambre.
Soient y1 ∈ Ω1 tel que F1 ⊂ cl([x1, y1)) et z1 le milieu de [x1, y1]. Alors z1 est
dans un ouvert de A′ ou A′′ contenu dans cl([x1, y1]) ∩ Ω1. D’apre`s 5.4 il existe un
isomorphisme ϕ de A′ sur A′′ qui fixe cl([x1, y1]). Soit z2 ∈ Ω2, alors [z1, z2] ⊂ A
′ ∩ A′′
rencontre cl([x1, y1]) selon un voisinage ouvert de z1 dans [z1, z2]. Donc ϕ est une
bijection affine de [z1, z2] sur son image dans A
′′ qui est l’identite´ sur un voisinage
de z1. Or 5.4 applique´ a` [z1, z2] dit que l’identite´ de [z1, z2] est une bijection affine
(pour les structures affines he´rite´es respectivement de A′ et A′′), donc ϕ co¨ıncide avec
cette bijection affine ; en particulier ϕ(z2) = z2. Ainsi ϕ fixe Ω2 et cl([x1, y1]), donc
Ω1 (quitte a` le remplacer par un e´le´ment plus petit de F1). Pour t1 ∈ Ω1, t2 ∈ Ω2 le
meˆme raisonnement que ci-dessus montre que ϕ fixe [t1, t2]. Mais l’enveloppe convexe
de Ω1 ∪ Ω2 est la re´union de ces segments, d’ou` la proposition.
5.6. Jumelage des immeubles re´siduels
Pour un point x de la masure ordonne´e I, on a de´fini (en 5.3) deux ensembles I+x ,
I−x et deux structures d’immeubles sur chacun d’eux, la non restreinte de groupe de
Weyl W v et la restreinte de groupe de Weyl W vx . Pour chacune de ces structures on
peut de´finir un jumelage de I+x et I
−
x . Le cas non restreint e´tant traite´ en de´tail dans
[Gaussent-Rousseau-08], on se concentre ici sur le cas restreint.
On de´finit ci-dessous une application codistance :
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dr∗ : Chr(I
+
x )× Chr(I
−
x ) ∪ Chr(I
−
x )× Chr(I
+
x )→ W
v
x
On choisit un appartement A0 contenant x et une chambre positive C
0 de A0
contenant x dans son adhe´rence. Si ε = ±, Cx ∈ Chr(I
ε
x) et C
′
x ∈ Chr(I
−ε
x ), on choisit
un appartement A contenant les chambres correspondantes C, C′ et on identifie A0 a`
V (A0) par le choix de x comme origine. D’apre`s (MA2) il existe un isomorphisme ϕ
de (A0, x) sur (A, x). Alors, si ϕ
−1(C) = εwC0 et ϕ−1(C′) = −εw′C0 pour w,w′ ∈
W v(A0)x ≃ W
v
x , on de´finit d
r
∗(Cx, C
′
x) = d
r
−ε(−Cx, C
′
x) = d
r
ε(Cx,−C
′
x) = w
−1w′ ; ceci
ne de´pend pas des choix effectue´s d’apre`s 5.5.
Proposition. dr∗ est un jumelage des immeubles I
+
x et I
−
x munis de leurs structures
restreintes.
Remarque. On a de meˆme un jumelage dnr∗ (codistance a` valeurs dans W
v) de ces
immeubles munis de leurs structures non restreintes.
De´monstration.
Il faut ve´rifier les axiomes de [Tits-92 ; 2.2], voir aussi [Re´my-02 ; 2.5.1].
On a dr∗(C
′
x, Cx) = w
′−1w = dr∗(Cx, C
′
x)
−1, d’ou` (Tw1). Soient maintenant
Cx ∈ Chr(I
ε
x) et C
′
x, C
′′
x ∈ Chr(I
−ε
x ) des chambres telles que d
r
∗(Cx, C
′
x) = w ∈ W
v
x
et dr−ε(C
′
x, C
′′
x ) = s ∈ Sx, avec ℓ(ws) = ℓ(w) − 1 (longueurs calcule´es dans le syste`me
de Coxeter (W vx , Sx) ). Soit A un appartement contenant C et C
′ (et donc x) ; on
choisit de re´aliser (W vx , Sx) dans A par le choix de εC comme chambre fondamentale.
Comme ℓ(ws) = ℓ(w) − 1, le (vrai) mur M engendre´ par la cloison de −εC′ de type
{s} se´pare −εC′ de εC ; ainsi C et C′ sont du meˆme coˆte´ de M . D’apre`s 2.9.1 il existe
un appartement A′ contenant C, C′ et C′′. Dans cet appartement C′ = w.(−C) et
C′′ = (wsw−1).C′ donc C′′ = ws.(−C) et dr∗(Cx, C
′′
x ) = ws, c’est l’axiome (Tw2).
Pour ve´rifier le troisie`me axiome (Tw3), soient Cx ∈ Chr(I
ε
x), C
′
x ∈ Chr(I
−ε
x ),
w = dr∗(Cx, C
′
x) ∈W
v
x et s ∈ Sx. Dans un appartement A contenant C et C
′, conside´rons
la chambre C′′ 6= C′ adjacente a` C′ le long de la cloison de type {s}. On a bien
dr−ε(C
′
x, C
′′
x ) = s et d
r
∗(Cx, C
′′
x ) = ws comme demande´.
Proposition 5.7. Soient C−, C deux chambres ne´gatives d’un immeuble jumele´ (de
groupe de Weyl W ) et C+ une chambre positive oppose´e a` C−. On conside`re un
appartement jumele´ A = A− ∪A+ contenant C et la re´traction ρ = ρA,C de l’immeuble
sur A de centre C. On note w− et w+ les e´le´ments deW =W (A) tels que ρ(C−) = w−C
et ρ(C+) = −w+C (la chambre de A+ oppose´e a` w+C ∈ A−). Alors w+ ≤ w−
pour l’ordre de Bruhat-Chevalley sur W (A) correspondant au choix du syste`me de
ge´ne´rateurs forme´ des re´flexions par rapport aux murs de C (ou −C).
De´monstration. On a w+ = d∗(C,C
+) et w− = d−(C,C
−). La relation d∗(C,C
+) ≤
d−(C,C
−) ou plutoˆt d∗(C
+, C) ≤ d−(C
−, C) est exactement ce qu’obtient Peter
Abramenko au cours de la de´monstration de ℓ(d∗(C
+, C)) ≤ ℓ(d−(C
−, C)) dans sa
Remark 3 page 24 de [Abramenko-96].
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Corollaire 5.8. Soient Q = germ∞(x0 − C
v) un germe de quartier ne´gatif dans un
appartement A de la masure ordonne´e I, ρ = ρA,Q la re´traction sur A de centre Q (cf.
2.6) et x ≤ y deux points de I. Alors l’image ρ([x, y]) du segment [x, y] dans A est une
ligne brise´e qui est ”plie´e positivement”, c’est a` dire :
pour tout z1 = ρ(z) ∈ ρ(]x, y[), on note π+ = ρ([z, y)) (resp. π− = ρ([z, x)) ) et w+
(resp. w−) l’e´le´ment minimal deW
v tel que π+ ⊂ w+(z1+Cv) (resp. π− ⊂ w−(z1−Cv)),
on a alors w+ ≤ w− pour l’ordre de Bruhat-Chevalley.
Remarques. 1) L’ordre de Bruhat-Chevalley choisi sur W v = W v(A) correspond au
choix du syste`me de ge´ne´rateurs forme´ des re´flexions par rapport aux murs de la chambre
vectorielle Cv de A.
2) La relation ≤ et le segment [x, y] sont bien de´finis dans I (5.4). On a de´montre´
en 2.8 que ρ([x, y]) est une ligne brise´e ”croissante”, en particulier π+ (resp. π−) est un
germe de segment positif (resp. ne´gatif) en z1.
De´monstration. D’apre`s (MA2) on peut supposer que A contient Q et [z, x), donc
z = z1 et π− = [z, x). Conside´rons la chambre locale (en z) C = germz(z − C
v). Par
de´finition de w− on a π− ⊂ C− = w−C. Dans un appartement contenant C
− et [z, y)
(5.1), on note C+ la chambre locale en z oppose´e a` C− et w′+ = d
nr
∗z (C,C
+). Il est clair
que π+ ⊂ ρ(C+) = w
′
+.germz(z +C
v) ⊂ w′+.(z +C
v), donc w+ ≤ w
′
+ [Humphreys-90 ;
5.12 p. 123]. Il est clair que ρ induit dans l’immeuble jumele´ Iz (avec sa structure non
restreinte) la re´traction de centre Cz. De plus C
+
z et C
−
z sont oppose´es et se re´tractent
respectivement sur −w′+Cz et w−Cz. Enfin les choix de syste`mes de ge´ne´rateurs de
W v = wv(A) effectue´s en 5.7 et 5.8 sont les meˆmes. D’apre`s 5.7 on a w′+ ≤ w−, donc
w+ ≤ w−.
The´ore`me 5.9. Dans la masure ordonne´e I la relation ≤ ou
◦
≤ (de´finie en 5.4.1) est un
pre´ordre. Plus pre´cise´ment si trois points x, y et z dans I sont tels que x ≤ y et y ≤ z,
alors x ≤ z et en particulier les points x, z sont dans un meˆme appartement ; de meˆme
pour
◦
≤.
Remarque. D’apre`s 1.5.4 la relation
◦
≤ est une relation d’ordre en dehors du cas fini
(ou` elle est triviale). On a x ≤ y, y
◦
≤ z, y 6= z (ou x
◦
≤ y, y ≤ z, x 6= y) ⇒ x
◦
≤ z.
De´monstration. On suppose x 6= y et y 6= z. Dans le cas semi-discret, il suffit de
traduire mot a` mot la de´monstration du Theorem 6.9 de [Gaussent-Rousseau-08] en
rajoutant au dictionnaire les traductions suivantes : [l.c. ; sect. 4.3.4 ou lemma 6.11] 7→
5.1 et 5.5, [l.c. ; sect. 4.4] 7→ 2.7.1 et [l.c. ; prop. 6.1] 7→ 5.8. Pour le cas ge´ne´ral il faut
re´organiser les ingre´dients de cette de´monstration :
1) Pour z′ ∈ [y, z[ tel que x ≤ z′, on choisit un appartement A contenant [z′, x) et
[z′, z) (5.1) ; cet appartement a un syste`me de racines re´elles associe´ Φ(A) et on de´finit
l’ensemble fini Φ(z′) des racines α ∈ Φ(A) telles que α(z′) > α(x1) et α(z
′) > α(z1)
pour certains x1 ∈ [x, z
′]∩A et z1 ∈ [z, z
′]∩A. Comme [z′, x) et [z′, z) sont pre´ordonne´s,
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5.5 montre que Φ(z′) de´pend, a` isomorphisme pre`s, seulement de [z′, x) et [z′, z) mais
pas de A.
On raisonne par re´currence sur |Φ(y)| ; s’il vaut −1 le the´ore`me est de´montre´.
2) D’apre`s 5.1, il existe un appartement A1 contenant x et [y, z). On choisit une
chambre vectorielle Cv dans A1 telle que son syste`me de racines positives associe´ Φ
+(Cv)
contienne les racines α ∈ Φ(A1) telles que α(y) > α(x) ou α(y) = α(x) et α(z1) > α(y)
(pour un z1 ∈ [y, z]∩A1) ; en particulier [x, y] ⊂ (y−Cv)∩ (x+Cv) et [y, z) ⊂ x+Cv.
Maintenant si α ∈ Φ+(Cv) est tel que α(z1) < α(y) (pour un z1 ∈ [y, z] ∩ A1) alors
α(y) > α(x) ; donc Φ(y) (calcule´ dans A1) est l’ensemble des racines α ∈ Φ
+(Cv) telles
que α(z1) < α(y) (pour un z1 ∈ [y, z] ∩ A1).
Soient Q le germe de quartier associe´ a` −Cv dans A1 et ρ la re´traction de centre
Q sur A1.
3) On note Σ1 = [y, Z] le segment de A1 d’origine y, contenant [y, z) et affinement
isomorphe a` [y, z]. On note Z1 le point le plus e´loigne´ de y dans Σ1 ∩ (x + Cv), donc
∀Z2 ∈ [y, Z1], x ∈ Z2 − Cv. On note enfin z1 ∈]y, z] le point correspondant a` Z1 par
l’isomorphisme affine de [y, Z] sur [y, z].
Comme en 2.7.1 on obtient une suite y0 = y, y1, . . . , yn = z1 ∈ [y, z1] et
des appartements A1, A2, . . . , An tels que Ai contienne Q et [yi−1, yi]. En particulier
x ∈ y1 − Cv et x ≤ y1 (resp. x
◦
≤ y1) : le the´ore`me est de´montre´ si y1 = z. Si y1 6= z
on raisonne par re´currence sur n. On conside`re l’appartement A2 ci-dessus si n ≥ 2
et un appartement A2 contenant [y1, z) et y1 − Cv (donc aussi x et Q) si n = 1 i.e.
y1 = z1 6= z. On va maintenant comparer Φ(y) et Φ(y1).
4) La re´traction ρ envoie isomorphiquement A2 sur A1. Ceci permet d’identifier
Φ(y1) avec l’ensemble Φ
′(y1) des racines α ∈ Φ(A1) telles que α(y1) > α(x) (donc α ∈
Φ+(Cv)) et α(y1) > α(ρz2) (pour un z2 ∈ [y1, z]∩A2). On a ρ([y1, z)) = y1+[0, 1)w
+λ ,
[y, y1) = y+[0, 1)w
−λ pour un certain λ ∈ Cv et certains w+, w− ∈W v, avec w+ ≤ w−
d’apre`s 5.8. En particulier, pour α ∈ Φ+(Cv), α(y1) > α(ρz2) signifie α(w
+λ) < 0, donc
Φ′(y1) ⊂ {α ∈ Φ
+(Cv) | α(w+λ) < 0} et (comme w+ est choisi minimal) cet ensemble a
pour cardinal ℓ(w+). Mais nous avons vu en 2) que Φ(y) = {α ∈ Φ+(Cv) | α(w−λ) < 0}.
Donc, comme w+ ≤ w−, |Φ′(y1)| ≤ ℓ(w
+) ≤ ℓ(w−) ≤ |Φ(y)| .
Si |Φ′(y1)| < |Φ(y)| le the´ore`me est de´montre´ par re´currence. Sinon les 4 nombres
ci-dessus sont e´gaux ; en particulier, comme w+ ≤ w−, on a w+ = w− et Φ′(y1) = Φ(y).
5) Si y1 = z1 6= z, alors, par de´finition, il existe α ∈ Φ
+(Cv) tel que α(Z) < α(y1) =
α(x), donc α(Z) < α(y). Ainsi α ∈ Φ(y) et α /∈ Φ′(y1) ; c’est absurde.
Donc maintenant y1 6= z1. Comme w
+ = w−, y et ρ([y1, z)) sont aligne´s dans A1.
L’isomorphisme ρ de A2 sur A1 identifie la chambre vectorielle C
v de A1 de´finie en 2) a`
celle que l’on peut de´finir de la meˆme manie`re dans A2 avec y1 (en effet, comme y1 6= z1,
α(y) > α(x)⇒ α(y1) > α(x)).
Si on de´finit Σ′1 = [y1, Z
′], Z ′1 ∈ Σ
′
1 et z
′
1 ∈ [y1, z] comme en 3) avec (A2, y1, C
v)
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a` la place de (A1, y, C
v), l’isomorphisme ρ de A2 sur A1 envoie Σ
′
1 sur [y1, Z] et Z
′
1
sur Z1 ; donc z
′
1 = z1. Le raisonnement de l’e´tape 3) (pour y1 et A2) fournit alors les
meˆmes points y1, . . . , yn = z1 ∈ [y1, z1]. On est donc passe´ de n a` n − 1 et le the´ore`me
est prouve´ par re´currence.
Remarque 5.10.
Ce the´ore`me est le meilleur re´sultat de cet article pour caracte´riser des paires de
points de la masure ordonne´e I qui sont situe´s dans un meˆme appartement.
Dans le cas fini, on a x ≤ y (et meˆme x
◦
≤ y) pour tous x, y dans un meˆme
appartement A. Pour tous x, y ∈ I il existe un point z et deux appartements A1, A2 tels
que x, z ∈ A1 et y, z ∈ A2 ; on a donc x ≤ z ≤ y et x, y sont dans un meˆme appartement
d’apre`s 5.9. D’apre`s 5.1 et 5.5 deux facettes de I sont donc toujours contenues dans un
meˆme appartement A, qui est unique a` un isomorphisme fixant les deux facettes pre`s.
Ainsi 5.9 peut eˆtre vu comme une ge´ne´ralisation de [Bruhat-Tits-72 ; 7.3.4 et 7.3.6].
Si le groupe de Weyl W v de la masure ordonne´e I est affine, il existe une forme
line´aire δ sur V (la ”plus petite racine imaginaire positive”) qui est combinaison line´aire
a` coefficients positifs des αi, invariante par W
v et telle que T ◦ = {v ∈ V | δ(v) > 0},
T = T ◦ ∪ V0. Chaque appartement A est muni d’une forme line´aire δA telle que
x ≤A y ⇔ δA(y − x) > 0 ou x− y ∈ V0 ; de plus δA(y − x) est inde´pendant du choix de
l’appartement A contenant x et y. Choisissons un germe de quartier positif Q, on peut
donc de´finir δQ(y − x) pour tous x, y dans I par δQ(y − x) = δA(ρy − ρx) pour tout
appartement A contenant Q et pour ρ = ρA,Q. D’apre`s 2.7.1 on a δQ(y−x) = δA(y−x)
de`s que x, y ∈ A et δA(y − x) 6= 0. Donc y ≥ x et y 6= x⇒ δQ(y − x) > 0.
Howard Garland [1995] conside`re la situation d’un groupe de lacets sur un corps
discre`tement value´ K (on supposera ici que son corps re´siduel contient C). Plus
pre´cise´ment, pour un groupe semi-simple simplement lace´ G, il e´tudie un sous-groupe
Ĝb de G(K((t)) ) qui est contenu dans le groupe engendre´ par U
max+
Q et U
−
Q (notations
de [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 3.2 et 3.3] en conside´rant le groupe de Kac-Moody
G1 = G(K[t, t
−1])⋊K∗). Il semble que Ĝb n’agisse que sur un espace I
′ plus gros que
la masure I construite dans l.c. pour G1, mais il fixe Q. Dans I
′ la de´composition de
Cartan tordue que Garland prouve semble montrer que, si x, y ∈ I ′ et δQ(y− x) > 0, il
existe un appartement contenant x, y etQ. On peut donc se demander si la re´ciproque de
la dernie`re phrase de l’aline´a pre´ce´dent est vraie dans toute masure ordonne´e de groupe
de Weyl W v affine. Un tel re´sultat pre´ciserait beaucoup le the´ore`me 5.9 : presque toutes
les paires de points seraient contenues dans un meˆme appartement.
§6. Masures associe´es a` certains groupes de Kac-Moody
Dans ce dernier paragraphe on se propose de montrer que les masures (hovels)
construites dans [Gaussent-Rousseau-08] (ou en tout cas la plupart d’entre elles) forment
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des masures affines, ordonne´es, e´paisses et semi-discre`tes au sens adopte´ ici. On ne
rappellera pas toutes les de´finitions introduites dans loc. cit. .
6.1. La situation
On conside`re donc un groupe de Kac-Moody G de´fini sur un corps K muni d’une
valuation discre`te ω pour laquelle le corps re´siduel κ contient C.
On suppose que G ve´rifie les hypothe`ses techniques de loc. cit. ; en particulier il est
de´ploye´ et syme´trisable. On suppose de plus qu’il ve´rifie l’hypothe`se (SC) de [l.c. ; sect.
2.1.5] : (SC) Qˇ=
∑
i∈I Zαiˇ est sans cotorsion dans Y .
En fait, d’apre`s le raisonnement de loc. cit. , on doit pouvoir toujours se ramener a` ce
cas sans beaucoup changer l’espace I.
On a construit dans loc. cit. un ensemble I, muni d’un recouvrement par un
ensemble A de sous-ensembles appele´s appartements. Tous ces appartements sont
permute´s par G(K) et donc isomorphes a` un appartement fondamental Af = A. Le
stabilisateur de Af est un groupe N(K) (normalisateur du tore fondamental Tf de
groupe de caracte`res (resp. cocaracte`res) X (resp. Y )) qui agit sur A par un groupe
WY .
L’espace A est un appartement semi-discret au sens de 1.4 ci-dessus. On le conside`re
comme mode´re´ment imaginaire, car muni des murs de´crits en 1.2.1 et 1.4.d. Le groupe
WY est un groupe de transformations affines stabilisant l’ensemble des murs re´els ou
imaginaires et contenant le groupe de Weyl affine W (engendre´ par les re´flexions par
rapport aux murs re´els). En particulier WY normalise W . Ainsi tout appartement de A
est muni d’une structure d’appartement de type A et l’axiome (MA1) est ve´rifie´.
6.2. Le sous-groupe G(K)1
Le groupe Y1 = Y/Qˇ est abe´lien libre. C’est le groupe des cocaracte`res d’un tore
T1 (de groupe de caracte`res X1 = {χ ∈ X | χ(Q )ˇ = 0}) et l’homomorphisme naturel δ
de Tf sur T1 se prolonge en un homomorphisme δ de G sur T1 trivial sur tous les sous-
groupes radiciels : il suffit, pour tout corpsK ′ contenantK, de conside´rer la pre´sentation
de G(K ′) donne´e par J. Tits, cf. [Re´my-02 ; 8.3.3 et 8.4.2].
Si O est l’anneau des entiers de (K,ω), on a T1(K)/T1(O) ≃ Y1 et on note G(K)1
le sous-groupe distingue´ G(K)1 = δ
−1(T1(O)) de G(K), donc G(K)/G(K)1 ≃ Y1. Si
Tf (K)1 = Tf (K) ∩G(K)1, on a Tf (K)/Tf (K)1 ≃ Y1.
On sait que l’image ν(N(K)) de N(K) dans le groupe des automorphismes affines
de Af = A est WY = W
v ⋉ Y , que ν(Tf (K)) = Y et que Kerν = H = Tf (O). En
fait N(K) ∩ G(K)1 a pour image (par ν) W = W
v ⋉Qˇ; en effet, comme δ est trivial
sur les sous-groupes radiciels de G, G(K)1 contient des repre´sentants dans N(K) de
ge´ne´rateurs de W v.
On sait qu’un point ou un germe de quartier a un bon fixateur [Gaussent-Rousseau-
08 ; sect 4.1 et 4.2.4] et qu’un point et un germe de quartier sont toujours contenus dans
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un meˆme appartement [l.c. ; sect 4.3.3], le lemme suivant montre donc que G(K)1 est
transitif sur A. Comme le stabilisateur dans G(K)1 de Af est N(K) ∩ G(K)1 qui agit
sur Af viaW , il est clair que chaque appartement de I est muni d’une unique structure
d’appartement de type A (au sens de 1.13) et que tout e´le´ment de G(K)1 induit un
isomorphisme d’un appartement quelconque de I sur son image.
Lemme 6.3. Soit Ω ⊂ A un filtre qui a un assez bon fixateur, alors GΩ = P̂Ω est
contenu dans G(K)1, en particulier il induit un isomorphisme entre un appartement et
son image. Bien sur GΩ permute transitivement les appartements contenant Ω.
De´monstration. On a GΩ = (GΩ ∩ U
+).(GΩ ∩ U
−).N̂Ω (a` l’e´change de + et − pre`s).
On sait que δ est trivial sur U+ et U−, il suffit donc de voir que N̂Ω ⊂ G(K)1. Mais
ν(N̂Ω) = N̂Ω/H est le fixateur de Ω dans WY , on doit montrer qu’il est dans W . Soit
w = wv.y ∈WY =W
v ⋉ Y (avec y ∈ Y et wv ∈W v) qui fixe un point x de A ; comme
wv fixe x a` Qˇ⊗R pre`s, y doit eˆtre dans Y ∩(Qˇ⊗R) = Qˇ : on a bien w ∈ W =W v⋉Q .ˇ
6.4. Groupe parabolique associe´ a` une facette vectorielle F v de A
On associe a` F v un ensemble parabolique de racines Φ(F v) = Φm(F v) ∪ Φu(F v)
avec Φ(F v) = {α ∈ Φ | α(F v) ≥ 0}, Φm(F v) = {α ∈ Φ | α(F v) = 0} = {α ∈ Φ | F v ⊂
Mv(α)} et Φu(F v) = Φ(F v) \ Φm(F v). On en de´duit des sous-groupes de G(K) :
- le sous-groupe parabolique P (F v) est engendre´ par Tf (K) et les Uα(K) pour
α ∈ Φ(F v),
- son facteur de Le´viM(F v) est engendre´ par Tf (K) et les Uα(K) pour α ∈ Φ
m(F v),
- son radical unipotent U(F v) est le plus petit sous-groupe normal de P (F v)
contenant les Uα(K) pour α ∈ Φ
u(F v),
et on a la de´composition en produit semi-direct P (F v) = M(F v) ⋉ U(F v), cf.
[Rousseau-06 ; 1.7] ou [Re´my-02 ; 6.2].
Si on suppose F v dans l’adhe´rence de la chambre fondamentale positive Cvf ,
U(F v) est aussi le plus petit sous-groupe normal de U+(K) contenant les Uα(K)
pour α ∈ Φu(F v) [Re´my-02 ; 6.2]. On a donc U(F v) ⊂ U+(K) ∩ Umax(Φu(F v)) =
G(K) ∩ Umax(Φu(F v)) = Upmax(Φu(F v)) , cf. [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 3.3.3].
D’apre`s la de´finition par ge´ne´rateurs et relations des groupes de Kac-Moody [Re´my-
02 ; 8.3.3]M(F v) est le (ou au moins un quotient du) groupe de Kac-Moody GF v(K) de
syste`me ge´ne´rateur de racines (A(J), X, Y, (αi)i∈J , (αiˇ)i∈J ) si F
v = F v(J). Si F v = V0,
on a M(F v) = G(K) et U(F v) = {1}. Si F v est sphe´rique, Φm(F v) est fini et M(F v)
est un groupe re´ductif, cf. [Re´my-02 ; 12.5.2] ou [Rousseau-06 ; 1.7].
6.5. Facette microaffine et groupe parahorique associe´s a` une chemine´e
Soit r = r(F, F v) une chemine´e de A associe´e a` une facette F = F (x, F v0 ) et une
facette vectorielle F v.
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A` F v, on associe l’ensemble MΦ
m(F v) des murs de M de direction Ker(α) pour
α ∈ Φm(F v) et l’appartement affine AF
v
de GF v(K) correspondant au choix dans A des
murs de MΦ
m(F v) et des murs imaginaires de direction contenant F v. A` la chemine´e r,
on associe la facette microaffine Fµ = Fµ(r) = (F , F v) ou` F = FΦm(F v)(x, F
v
0 ) est la
facette engendre´e par F dans AF
v
. Ainsi F est le filtre des parties de A contenant une
intersection de demi-espaces D(α, k) de AF
v
(i.e. pour α ∈ ∆, α(F v) = 0 et k ∈ Γα)
contenant F ; en particulier F ⊃ r.
Le sous-groupe parahorique Pµ(r) = P (Fµ) est le produit semi-direct P (Fµ) =
M(F, F v)⋉U(F v) ou` M(F, F v) est le (ou l’image dans M(F v) du) sous-groupe P̂F de
GF v(K) associe´ a` la facette F dans [Gaussent-Rousseau-08].
Remarques. 1) Si F v = V0, alors F = F et P (F
µ) =M(F, F v) = P̂F .
2) Fµ n’est une vraie facette microaffine (au sens de [Rousseau-06 ; 2.5]) que si F v
est sphe´rique i.e. r e´vase´e. Dans ce cas F est une facette de l’appartement de Bruhat-Tits
A
F v du groupe re´ductif M(F v) ; comme nous avons suppose´ la valuation discre`te, c’est
meˆme un sous-ensemble de AF
v
(un polysimplexe).
3) En fait F , Fµ, M(F, F v) et Pµ(r) ne de´pendent que du germe R de r.
4) Le groupe Pµ(r) n’est parahorique qu’en un sens ge´ne´ralise´, celui de [Rousseau-
06 ; 2.10] si r est e´vase´e. En fait M(F, F v) est un sous-groupe parahorique de M(F v)
(cf. [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 3.7]), au sens classique si r est e´vase´e.
Proposition 6.6. Le groupe Pµ(r) fixe (point par point) le germe de chemine´e R.
N.B. Il n’est pas sur que U(F v) = U+(K) ∩ Umax(Φu(F v)) et pas plus e´vident que
U+(K) ∩ Umax(Φu(F v)) fixe R.
De´monstration.
Supposons F v dans l’adhe´rence de la chambre fondamentale Cvf ; alors un e´le´ment
u0 de U(F
v) est un produit fini de conjugue´s viuiv
−1
i avec vi ∈ U
+(K) = U(Cvf ),
ui ∈ Uαi(K), αi ∈ Φ
u(F v) ⊂ Φ+ ; de meˆme les vi sont des produits finis d’e´le´ments
ui,j ∈ Uβi,j (K) avec βi,j ∈ Φ
+. Donc il existe y ∈ A tel que ui ∈ Uαi,y et ui,j ∈ Uβi,j,y,
∀i, j. Ainsi u0 ∈ U
pm
y (Φ
u(F v)) d’apre`s les relations de commutation dans le groupe
comple´te´ Umax(Φ+). Il est alors clair que u0 fixe (point par point) r(F + ξ, F
v) pour
un bon choix de ξ ∈ F v. Par ailleurs M(F, F v) fixe la facette-ferme´e F qui contient
r(F, F v) et donc r(F + ξ, F v).
Proposition 6.7. Soient R1 = R(F1, F
v
1 ) et R2 = R(F2, F
v
2 ) deux germes de chemine´es
de A avec R1 e´vase´, alors G(K) = P
µ(R1).N(K).P
µ(R2).
Remarques. 1) Ceci constitue une de´composition de Bruhat ou Birkhoff mixte, cf.
2.1 et [Rousseau-06 ; 3.5] ou meˆme une de´composition d’Iwasawa mixte quand R2 est
de´ge´ne´re´ en particulier une facette ferme´e.
2) D’apre`s la de´monstration ci-dessous, il suffit en fait de supposer que, ∀w ∈ W v
Φm(F v1 ) ∩ wΦ
m(F v2 ) est fini (au lieu de R1 e´vase´ i.e. Φ
m(F v1 ) fini).
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3) On de´veloppe ici la remarque 4.6 de [Gaussent-Rousseau-08].
De´monstration.
D’apre`s la de´composition de Bruhat ou de Birkhoff de G(K), pour tout g ∈
G(K) il existe n ∈ N(K) tel que g ∈ P (F v1 )nM(F
v
2 )U(F
v
2 ). Mais Φ(n
−1F v1 ) ∩
Φm(F v2 ) est un syste`me parabolique de racines dans Φ
m(F v2 ) (associe´ a` la facette
clΦm(F v
2
)(n
−1F v1 ) ). La de´composition d’Iwasawa de M(F
v
2 ) [Gaussent-Rousseau-08 ;
prop. 3.6] donne donc : M(F v2 ) = (M(F
v
2 ) ∩ P (n
−1F v1 )).(N(K) ∩M(F
v
2 )).M(F2, F
v
2 ).
Ainsi g ∈ P (F v1 )N(K)M(F2, F
v
2 )U(F
v
2 ) et il existe m ∈ M(F
v
1 ), n1 ∈ N(K) tels que
g ∈ U(F v1 )mn1P
µ(R2) = U(F
v
1 )mP
µ(n1R2)n1.
Mais Φ(n1F
v
2 ) ∩ Φ
m(F v1 ) est un syste`me parabolique de racines dans Φ
m(F v1 )
(associe´ a` la facette clΦm(F v
1
)(n1F
v
2 ) ). La de´composition d’Iwasawa de M(F
v
1 ) donne :
M(F v1 ) = M(F1, F
v
1 ).(N(K) ∩M(F
v
1 )).M(n1F
v
2 , F
v
1 ).(U(n1F
v
2 ) ∩M(F
v
1 )), ou` on note
M(n1F
v
2 , F
v
1 ) le sous-groupe de M(F
v
1 ) associe´ au sous-syste`me de racines Φ
m(n1F
v
2 )∩
Φm(F v1 ) (par hypothe`se ce syste`me de racines est fini, donc M(n1F
v
2 , F
v
1 ) est un groupe
re´ductif). Il existe donc n2 ∈ N(K) ∩M(F
v
1 ) tel que :
m ∈ n2M(n
−1
2 F1, n
−1
2 F
v
1 = F
v
1 ).M(n1F
v
2 , F
v
1 ).(U(n1F
v
2 ) ∩M(F
v
1 )).
La facette n−12 F1 engendre une facette F
′
1 de A pour Φ
m(n1F
v
2 ) ∩ Φ
m(F v1 ) i.e.
pour M(n1F
v
2 , F
v
1 ). Le sous-groupe M(F
′
1) correspondant de M(n1F
v
2 , F
v
1 ) ve´rifie donc
M(F ′1) ⊂ M(n
−1
2 F1, F
v
1 ). De meˆme la facette n1F2 engendre une facette F
′
2 de A pour
Φm(n1F
v
2 ) ∩ Φ
m(F v1 ) i.e. pour M(n1F
v
2 , F
v
1 ). Le sous-groupe M(F
′
2) correspondant de
M(n1F
v
2 , F
v
1 ) ve´rifie donc M(F
′
2) ⊂M(n1F2, n1F
v
2 ).
La de´composition de Bruhat-Iwahori classique dans le groupe re´ductifM(n1F
v
2 , F
v
1 )
(contenu dans M(F v1 )) donne donc :
M(n1F
v
2 , F
v
1 ) ⊂M(F
′
1).(N(K) ∩M(n1F
v
2 , F
v
1 )).M(F
′
2)
⊂M(n−12 F1, F
v
1 ).N(K).M(n1F2, n1F
v
2 ).
Ainsi m ∈ n2M(n
−1
2 F1, F
v
1 ).N(K).M(n1F2, n1F
v
2 ).U(n1F
v
2 )
=M(F1, F
v
1 ).N(K).P
µ(n1R2),
et g ∈ U(F v1 ).M(F1, F
v
1 ).N(K).P
µ(n1R2)n1 = P
µ(R1).N(K).P
µ(R2).
Proposition 6.8. Soit r = r(F, F v) une chemine´e solide de A. Alors r et son germe R
ont de bons fixateurs. Plus pre´cise´ment si r est e´vase´e et F v est dans l’adhe´rence de
la chambre vectorielle fondamentale, ces bons fixateurs sont Gr = N̂r.U
nm−
F+F v .U
pm+
F =
M(F, F v).UpmF (Φ
u(F v)) et GR =M(F, F
v).U(F v) = Pµ(R)
Remarque. Une face de quartier sphe´rique f = x+ F v et son germe (a` l’infini) F ont
aussi de bons fixateurs. Il suffit, dans la de´monstration ci-dessous, de remplacer F par
{x} et cl(F ∪ (F + nξ)) par cl({x, x+ nξ}) ∩ supp(x+ F v).
De´monstration.
On choisit ξ ∈ F v et une chambre vectorielle ferme´e Cv contenant −F v. Pour
n ∈ N les facettes F = F (x, F v0 ) et Fn = F (x+ nξ, F
v
0 ) ont un bon fixateur [Gaussent-
Rousseau-08 ; sect. 4.2.2] ; de plus F ⊂ Fn + Cv et Fn ⊂ F − Cv. D’apre`s [l.c. ; rem.
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4.4 et prop. 4.3 1)], F ∪ Fn et cl(F ∪ Fn) ont de bons fixateurs. Mais pour n > 0, le
fixateur dans W e
R
de cl(F ∪ Fn) est fini (puisque r est solide), donc r = ∪n cl(F ∪ Fn)
et R = germ∞(r) ont de bons fixateurs [l.c. ; prop. 4.3 3) et 2)].
Il reste a` identifier ces bons fixateurs quand r est e´vase´e. On aGr = N̂r.U
nm−
F+F v .U
pm+
F .
Mais UmaxF (Φ
+) = UmaxF (Φ
m+(F v)) ⋉ UmaxF (Φ
u(F v)) et, par hypothe`se, Φm(F v) est
fini, donc Upm+F = V
+
F ⋉ U
pm
F (Φ
u(F v)) ou` V +F est le groupe U
+
F (de´fini dans [l.c. ;
sect. 3.2]) relatif au groupe re´ductif M(F v). De plus Unm−F+F v est le groupe V
−
F (i.e. le
U−F relatif a` ce groupe M(F
v)). Enfin N̂r est le N̂F relatif a` ce groupe M(F
v). Ainsi
Gr = N̂r.V
−
F .V
+
F .U
pm
F (Φ
u(F v)) = M(F, F v).UpmF (Φ
u(F v)). Le re´sultat pour GR est
maintenant clair, d’apre`s 6.6.
6.9. Conse´quences
1) L’axiome (MA2) est ve´rifie´ : d’apre`s [Gaussent-Rousseau-08 ; sect 4.1 et 4.2] un
point, un germe d’intervalle pre´ordonne´ (cf. sect. 4.4 et prop. 4.3 1) et 2) de l.c. ) et une
demi-droite ge´ne´rique ont de bons fixateurs. On vient de voir en 6.8 que c’est aussi vrai
pour une chemine´e solide. D’apre`s [l.c. ; remark 4.2 et prop. 4.3.1] un sous-groupe de ce
bon fixateur fixe l’enclos de cette partie F et est transitif sur les appartements contenant
F . D’apre`s le lemme 6.3, GF induit des isomorphismes entre ces appartements.
2) L’axiome (MA3) est ve´rifie´ : on a G(K) = GR.N(K).GF d’apre`s 6.6 et 6.7. Vue
la transitivite´ de GR ou GF sur les appartements contenant R ou F (si F est une facette
ou une chemine´e solide) un raisonnement classique prouve l’axiome (MA3).
Il reste a` ve´rifier l’axiome (MA4).
Proposition 6.10. Soient R1 = R(F1, F
v
1 ) et R2 = R(F2, F
v
2 ) deux germes de
chemine´es de A et Ω = R1 ∪ R2. On suppose que R1 est e´vase´ et que R2 a un bon
fixateur (ce qui est en particulier ve´rifie´ si R2 est solide ou une facette). Alors Ω a
un assez bon fixateur, le groupe GΩ fixe l’enclos de Ω et agit transitivement sur les
appartements contenant Ω.
Si de plus R2 est e´vase´, alors Ω a un bon fixateur.
De´monstration.
On sait qu’un germe de chemine´e solide ou une facette a un bon fixateur (6.8 et
[Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 4.2.2]).
On note Cv1 , . . . , C
v
n les chambres vectorielles ferme´es contenant F
v
1 (en nombre fini
car F v1 est sphe´rique). La re´union Θ1 = C
v
1 ∪ . . .∪C
v
n contient un coˆne ouvert contenant
F v1 . Mais F1 est borne´ (a` V0 pre`s) donc, pour x quelconque et ξ ∈ F
v
1 assez grand, on a :
F1 + ξ ⊂ x+Θ1 et r(F1, F
v
1 ) + ξ ⊂ x+Θ1. Ainsi R1 ⊂ R2+Θ1. D’apre`s la proposition
4.3 4) de loc. cit. , Ω a un assez bon fixateur et le groupe GΩ a les proprie´te´s annonce´es.
Si de plus R2 est e´vase´, on note Θ2 l’ensemble analogue a` Θ1 associe´ a` F
v
2 . On a
R1 ⊂ R2 +Θ1 et R2 ⊂ R1 +Θ2. Mais r(F2, F
v
2 )−Θ2 = A, donc R1 ⊂ R2 −Θ2. Ainsi
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la remarque 4.4 de loc. cit. montre (en diffe´renciant les cas ou` F v1 et F
v
2 sont de signes
contraires ou oppose´s) que Ω a un bon fixateur.
The´ore`me 6.11. Sous la condition (SC) de 6.1, les masures construites dans loc. cit.
sont des masures affines, ordonne´es, e´paisses et semi-discre`tes (au sens de cet article).
De´monstration.
On a de´ja` vu l’axiome (MA1) en 6.2 et les axiomes (MA2), (MA3) en 6.9. Pour
(MA4), si deux appartements A et Af = A contiennent R et F , alors A est transforme´
de A par un e´le´ment g de GR∪F qui fixe clA(R ∪ F ). Ainsi A ∩ A contient clA(R ∪ F ).
De plus g ∈ GR ; d’apre`s le lemme 6.3, g induit donc un isomorphisme de A sur A fixant
clA(R ∪ F ).
Pour l’axiome (MAO), si x ≤ y dans A, on sait que {x, y} a un bon fixateur et
G{x,y} fixe [x, y]A [l.c. ; sect. 4.2.1]. Donc, pour tout appartement A contenant x et y,
on a : [x, y]A = [x, y]A.
On a indique´ en 6.1 que A est semi-discret.
Si C est une chambre de A de murM(α, k) avec C ⊂ D(α, k), on a vu en [l.c. ; sect.
4.3.4] que Uα,k agit transitivement sur les chambres de I adjacentes a` la chambre C le
long de C ∩M(α, k). De plus Uα,k+1 est le fixateur dans Uα,k de celle de ces chambres
qui est contenue dans A. Enfin par construction Uα,k/Uα,k+1 est un groupe isomorphe
a` (κ,+). Ainsi la cloison C ∩M(α, k) est domine´e par une infinite´ de chambres.
Remarque 6.12. Les masures construites dans loc. cit. ont des proprie´te´s que ne
posse`dent pas force´ment toutes les masures affines de´finies ici. Par exemple on a montre´
en [l.c. ; sect 4.3.3], comme conse´quence de la de´composition d’Iwasawa, qu’un germe
de quartier et un germe de segment sont toujours dans un meˆme appartement, meˆme si
ce germe de segment n’est pas pre´ordonne´.
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